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Vorwort. 



Seit Steiner's VeröflFentlichung „Geometrische Lehr- 
sätze" im 32. Bande des Crelle'schen Journals (p. 182 — 184, 
1845 und „Werke": p. 371 — 373) hat das Schliessungs- 
problem bei ebenen Curven dritter und vierter Ordnung vom 
Geschlecht Eins mehrfache Behandlung erfahren; zunächst in 
analytischer Form durch Clebsch^); dann in geometrischer 
durch die Herren Küpper^) und Schonte^), durch welche 
mit demselben Satze über ebene Curven dritter Ordnung als 
Ausgangspunkt die Steiner'schen Sätze im Wesentlichen nach 
übereinstimmender Methode in der Ebene bewiesen worden 
sind. Schon im Mai 1869 ist durch Herrn Emil Weyr*) 
dasselbe Problem für rationale Curven mit geometrischen Mit- 
teln behandelt, dann in einem Zusätze zu dieser Arbeit von 
mehr analytischer Richtung auf die allgemeinen Curven drit- 
ter Ordnung erweitert worden, wohl zum ersten Male mit Hin- 
weisung auf seine räumliche Bedeutung für die Grundcurve 
eines Büschels von Flächen zweiten Grades; ein Umstand, der 
von Herrn Schur^) bei anderer Gelegenheit berührt worden, 
und in neuester Zeit durch Herrn Eberhard^) mit Interpre- 
tation und Erweiterung der St ein er 'sehen Theoreme unter 
theil weiser Zugrundelegung der Kupp er 'sehen Arbeit für die 



») Clebsch: Crelle's Journal Bd. 63. p. 94 ff. (1864.) «) Küpper: Abb. 
der k. böhmischen Gesellflch. der Wiseensch. (VI. Folge VI. Bd.) (1873) 
und Math. Annalen Bd. 24. p. 1—41 (1883). ^ Schonte: Crelle's Journal 
Bd. 96. p. 106 ff. und p. 320 ff. (1883). *) E. Weyr: Crelle'a Journal 
Bd. 71. p. 16, 18. (1870) und ebenda Bd. 73. *) Schur: Math. Annalen 
Bd. 20 p. 262 (1882). ^ Eberhard: Zeitschrift für Math, und Physik 
32. Jahrgang Heft 2—3 (1887). 
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Raumcurven vierter Ordnung und beider Species aufgenommen 
worden ist. 

Als tetraedal- symmetrische Curve und Grundeurve eines 
Flächenbüschels ist die Raumcurve vierter Ordnung erster 
Art Träger regelmässiger Gruppen von Punkten, Geraden und 
Ebenen, die Herrn Ameseder') zu einer Untersuchung Ver- 
anlassung gaben, welche in naher Beziehung zu den Steiner- 
schen Fragen steht. Nach der Natur ihrer Entstehung sind 
jene Punktegruppen Elemente bestimmter Punktinvolutionen 
der Raumcurve und ihre Bedeutung hängt an der Existenz 
von Involutionen der Flächen im Büschel, deren Regelschaar- 
involutionen aus ihrer projectivischen Verbindung die Stein er- 
sehen Secantenpolygone hervorgehen lassen. In dieser Form 
ist das Problem insbesondere vom Standpunkt der 
darstellenden Geometrie aus zu fassen, welchen die vor- 
liegende Arbeit einnimmt. 

Die darstellend geometrische Behandlung stützt sich auf 
den Umstand, die Raumcurve vierter Ordnung erster Art als 
Durchdringungscurve zweier Kegel zweiten Grades untersuchen 
zu können, und zwar mit allen ihren Special- und Degene- 
rationsformen. Die einfachen Hyperboloide ihres Büschels, 
die bei keiner Durchdringung fehlen, übernehmen dabei die 
Rolle von Trägern reeller St einer 'scher Secantensysteme, und 
führen schon bei der Construction der Curve aus achtpunktigeu 
Gruppen auf den Zusammenhang von je vier Flächen mit den 
Steiner'schen Vierseiten und damit zur Frage nach den 
St einer 'sehen Polygonen überhaupt. 

Man wird sagen können, dass mit der grundlegenden Ar- 
beit von Clebsch das Problem in seiner allgemeinsten Form 
erledigt war, dass dagegen die geometrische Methode der Be- 
handlung nach dem Princip der Centralprojection den Vortheil 
gewährt, alle Formen der Curven dritter Ordnung ohne Rück- 
sicht auf das Geschlecht nach einheitlichen Gesichtspunkten 



') Ameseder: Bd. LXXXVII. p. 1179. Aprilheft der Sitzb. der k. 
Akad. der Wissensch. (1883) und in neuester Zeit: Bd. XCIII der Sitz.- 
berichte der k. Akad. der Wiesensch. Januarheft (1886). 
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zu umfassen, und dass sie durch Zuziehung des Baumes zur 
Erledigung der Frage die einfachsten constructiven 
Mittel zur wirklichen Darstellung der Ergebnisse 
liefert, weil sie erlaubt, die Punktinvolutionen auf der Curve 
vom Geschlecht Eins durch Plächeninvolutionen im Büschel, 
also in einem rationalen Träger zu untersuchen, und weil 
eine Erweiterung in der Dimension des üntersuchungsgebietes 
nur von einer Vereinfachung der Constructionen am Gebilde 
selbst begleitet sein wird. Die Ausdehnung des Problems auf 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und der 
unmittelbare Zusammenhang mit der zweiten Steiner'schen 
Mittheilung (dasselbe Journal Bd. 32, p. 300 — 304 und 
„Werke" Bd. II, p. 377—380) treten dabei besonders deutlich 
hervor. 

Die vorliegende Untersuchung geschah in engem An- 
schluss an die constructive Behandlung der Durchdringungs- 
curven zweier Kegel zweiten Grades, welche Herr Professor 
Fiedler im zweiten Bande seines Werkes „Die darstel- 
lende Geometrie in organischer Verbindung mit der 
Geometrie der Lage" (pg. 104—188 HL Aufl. 1885) ge- 
geben hat und welche 1885 schon die Grundlage einer 
Diplomarbeit am eidg. Polytechnikum für den Verfasser vor- 
liegender Schrift gebildet hat. An diese knüpfte sich natur- 
gemäss die Frage nach dem Steiner'schen Vierschluss auf 
demselben Wege räumlicher Anschauung, mit der er- 
freulichen Bestätigung, die unabhängig gemachte Untersuchung 
methodisch in Uebereinstimmung zu sehen mit der voraus- 
gegangenen von Herrn Professor Fiedler über denselben Ge- 
genstand, deren Ergebnisse im dritten Bande des genannten 
Werkes (pag. 329—354) niedergelegt sind, und deren Prio- 
rität hier ausdrücklich hervorgehoben werden soll. 

Dazu sei an dieser Stelle bemerkt, dass meiner in vor- 
liegender Arbeit unter Abschnitt I gegebenen Entwicklung an 
Hand der dazu gehörenden Figuren der Taf. I und IV schon 
vor ihrer jetzigen Vergfifentlichung die Ehre der Aufnahme in 
dem genannten Werke (pag. 354—363) zu Theil geworden ist. 
Die an den eben bemerkten Stellen dieses Werkes — auf das 
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in der Folge unter (D. G.) hingewiesen werden soll — gegebenen 
Entwicklungen bilden den Anfang ein er darstellend geome- 
trischenUntersuchung der Steiner'schQn Schliessungs- 
sätze überhaupt und damit ein altes Programm (Vorrede 
Bd. n. p. XI f.) meines hochgeehrten Lehrers, für dessen for- 
dernde Anregung mit manchem werthvoUen Wink auf Weiter- 
führung und Abschluss der vorliegenden Fragen ich gerne an 
dieser Stelle dem aufrichtigsten Danke Ausdruck gebe. 

Die Methode in der Behandlung des Problems bedingte 
die Beigabe von zehn lithographirten Tafeln, welche in dem 
beschränkten Rahmen ihrer Ausführung überall durch enge 
Anlehnung und Verbindung mit der Entwicklung dem dop- 
pelten Zwecke der Anregung und Weiterführung in derselben, 
sowie der Unterstützung räumlicher Anschauung zu dienen 
versuchen. Mögen sie das Mögliche dazu beitragen, die ün- 
vollkommenheiten und Mängel des Textes auszugleichen 

Zürich, im Mai 1888. 

Der Verfasser. 



Inhaltsverzeichniss. 



A. Die Steiner'sclieii Involntioiien von Fimdaiiieiitalpuiikteii des 

2n-Sclilusses für n = 2^. 

Abschnitt I— m. Art. 1—14. p. 1—36. Taf. I— IV. 
Art. Seite 

£intheilnDg und Yerbalten der Grnndcnrve eines Flächenbüschels 
zweiter Ordnung zum gemeinsamen Tetraeder harmonischer Pole 
und Polarebenen 1 

I. Die Viersohlussinvolution. 

1. Darstellung der zweitheiligen Baumcurve B^ mit vier reellen 
doppeltprojicirenden Kegeln als allgemeine Curve dritter Ord- 
nung im Bild. — Die Begelflächen B^^^ aus Linien g 2 

2. Einführung des Quadrupels. — Die Punktinvolution des Vier- 
schlusses im Bild 6 

3. Die doppelte Erzeugung der Fläcbeuinvolution im Büschel und 
die beiden Sätze von C leb seh bezüglich der Punktinvolution 
auf dem Curvenbild 7 

4. Construction der sich selbst entsprechenden Flächen F^^^; ihre 
Beali1S.ts Verhältnisse und Beziehungen zu den B.- Quadrupeln. 
Die Ebeneninvolutionen $/^^ an den Tetraederkanten .... 9 

5. Zusammenhang der Flächen F^^^ und B^^^ in der reciproken Zu- 
ordnung von Pol- und Harmonical ebene 12 

n. Die Aohtschlussinvolution. — VeraUgemeiaerang« 

6. Zusammensetzung des Elementes der Punktinvolution des Acht- 
schlusses auf dem Curvenbild aus Vierergruppen. — Die drei 
Gruppen P, P' und F 13 

7. Die Doppelflächen F^®^ der Plächeninvolution; ihre Realität, 
Beziehungen zu den Begelflächen Bj^^^ und den Ebeneninvo- 
lutionen «ß/*^ 17 



— VIII — 

Art. Seite 

8. Involution des Sechszehnschlusses auf dem Curvenbild und im 
Flächenbüschel. — Doppelflächen V^^^\ Regelflächen JB^^®^ und 
Ebeneninvolutionen $j^®^ 20 

9. Uebergang zur Punktinvolution der Zahl n = 2* im Bilde und 
Entwicklung eines Involutionselementes. — Ordnung der Invo- 
lution. — Aufbau der Strahleninvolutionen an den F.-Punkten. — 
Anzahlenbestimmung der Doppelflächen F^^"^ und ihre directe 
räumliche Construction 22 

III. Modification für die Specialformen der Durchdringung. 

10. Uebertragbarkeit der Resultate auf den Fall der Durchdringung 
mit vier nicht reellen Kegeln; räumliche Modification. — Durch- 
fuhrung für die Viererinvolution 26 

11. Modiflcation der Realität im Falle der eintheiligen Raumcurve 

für das Involutionselement und die Doppelflächen F^^**^ ... 29 

12. Reduction der Involutionsordnung im Falle der Raumcurve mit 
Doppelpunkt und mit rationalem Bild. — Anzahl der Doppel- 
flächen F^^**^ 31 

13a. Die Raumcurve B^ mit zwei Doppelpunkten als Raumcurve B^ 
dritter Ordnung mit Bisekante Z. — Die Möbius 'sehen Invo- 
lutionen im Bilde 33 

13b. Die Durchdringung vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten 
als Kegelschnittpaar. — üebereinstimmung der Verhältnisse im 
Bilde in beiden Fällen der Degeneration. — Bestimmung der 
Doppelflächen F^^"*) 36 

14. Zusammenstellung der Erzeugnisse projectivischer, quadratischer 
Regelschaar-Involutionen auf einer Fläche zweiten Grades . . 36 



B. Die Stein er'sclien Involntionen von Fundamentalpunkten des 
2n-Sclilusse8 für n = 3*i und n = 2*.3*^ 

Abschnitt IV— VIII. Art. 15—30. p. 86—78. Taf. V und VI. 

Uebergang ZU den folgenden Involutionen mittelst der Flächen F^^^ 

— Begründung 38 

IV. Construction der Flächen F^^^ und ihre Bedeutung für 

das Problem. 

16. Construction und Zusammenhang der Dreiecke mit den Flächen F^^^ . 

— Construction der letztern; ihre Polygone und ihre Realitäts- 
verhältnisse 38 



— IX — 

Art. Seite 

16. Die Anordnung der Dreiecke auf der BaumcnrTe und die dar- 
aus resultirende doppelte Gruppirung der Wendepunkte des 
Curvenbildes. — Construction der Linien h und ihr Zusammen- 
hang mit den harmonischen Polaren i 43 

17. AuflFassung der Curve Cg als Hesse'sche Curve dreier Curven 
dritter Ordnung. — Zusammenhang mit der Polarentheorie . . 46 

y. Die SeohssohluBsinvolution. 

18. Die Punkt- und Flächeninvolution des Sechsschlusses. — Per- 
spectivische Lage der Polygonecken. — Strahleninvolution an 
den F.-Punkten 48 

19. Ableitung aller Involutionsgruppen aus derjenigen der Wende- 
punkte. — Begelflächen B^^^ und Gesammterzeugniss der projec- 
tivischen Strahleninvolutionen 52 

VI. Die InvoliitionBreihen der Zahlen 2^^ und 3^^ und ihre 

Transformation. 

20. Erweiterung in der Plächeninvolution des Vierschlusses. — Die 
Doppelflächen V^^^^ der neuen Involution 53 

21. Uebergang zur Erweiterung in der Reihe für n = 2*. Das Ge- 
setz der Umkehrbarkeit der Transformation. — Ausdruck dieser 
Erweiterung im Bilde 66 

22. Ableitung der Involution des Achtzehnschlusses. — Zusammen- 
setzung des Involutionselementes. — Flächen V^^^^ 58 

23. Verallgemeinerung des Verfahrens zur Bestimmung der Invo- 
lutionsreihe der Za£l 8*^ — Transformation der Flächen- und 
Begelschaarinvolntionen in der Beihe der Zahl 2^. — Involutions- 
reihe d^r Zahl 2*. 3*^ — Anzahl der Doppelflächen 60 

24. Darstellung des Involutionselementes der Zahl 3^^ von der Gruppe 
der Wendepunkte aus. — Clebsch*sche Punktsysteme erster 
und zweiter Art 63 

26. Piuktsysteme durch Erweiterung in der Involutionsreihe der 

Zahl 2* 66 

Vn. Modification für die Specialformen der Durchdringung. 

26. AenderuDg der Bealitätsverhältnisse für die Baumcurve B^ mit 
vier nicht reellen Kegeln; Beduction im Falle der (rationalen) 
Curve mit Doppelpunkt 67 

27. Die M ö b i u s^schen Involutionen im Bild für beide Fälle der Durch- 
dringung mit zwei Doppelpunkten 69 

28. Allgemeine Lage des Centrums im Baume. — Erzeugung Steiner« 
scher Polygone bei Curven vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten 70 



— X — 

vm. Anwendung der Seohsschliuisinvolution. — 
^^ Osculationssysteme. g^^^^ 

29. Das Osculationssystem in einem Netz von Eegelflächen zweiten 
Grades aus einem Punkt der Raumcurve M^, — Zusammen- 
hang zweier entsprechender Osculationssysteme 72 

30. Fünf- und s^chsstrahlig osculirende Kegel und die Systeme drei- 
fach berührender Kegel. — Steiner'sche Polygone als Pascal - 
sehe Sechsecke 76 



G. Die St eine raschen Involutionen von Fundamentalpnnkten 
des 2 n- Schlusses für w = 5*», n = 2*-3*i-5** und die 

allgemeine Zahl n. 

Abschnitt IX— XII. Art. 31—60. p. 79—125. Taf. Vn— X. 

Skizzirung der folgenden Abschnitte 78 

IX. Ableitung der B.eihe für n = 5^^ und ihre Transformation 

in den bekannten Involutionsreihen. 

31. Eigenschaft und Zusammenhang der Fünfecke mit den Flächen 

V^^^\ — Construction der Doppelflächen und ihre Realität . . 79 

82. Die Punktinvolution des Zehnschlusses auf dem Curvenbild und 

das Steiner'sche Kriterium 82 

33. Zusammensetzung des Involutionselementes aus Fünfecken und 
seine Bestimmung aus zwei Paaren seiner Funkte 85 

34. Erweiterung in der Involution des Vierschluases und ihrer Ver- 
allgemeinerung auf die Inyolutionsreihen der Zahlen 2^ und 3^^ 87 

35. Aufbau der Involutionsreihe der Zahl 5**. — Transformation 
der Flächen- und Regel schaar-Involutionen der Zahlen 2*, 3*^ und 

6*» in einander: Involution der Zahl 2". 3/*. 5^ 89 

X. Ableitung und Transformation der Involutionsreihen für 

allgemeine Frin^ahlen. 

36. Einführung und Bedeutung der Flächen F^^*^ 92 

37. Hülfssatz über die Einschaltung von Polygonen einer Fläche 
zwischen zwei gegebenen Punkten 93 

38. Anwendung auf die Construction der Flächen F^^*^. — Zusammen- 
setzung des Involutionselementes aus Siebenecken 95 

39. Erweiterfmg des Verfahrens zur Bestimmung aller Primzahl- 
involutionen und ihrer Ordnung aus bekannten. — Das Invo- 
lutionselement des 2p-Schlusses 97 



1 



- XI - , 

Art. Seite 

40. Eäumlicher Nachweis des Fortbestandes des Transformations- 
gesetzes der Flächen- und Regelschaar-Involutionen bezüglich 
der Primzahlen p xmd q, — Aufbau der Flächeninvolution der 
allgemeinen Zahl n aus Primzahlinvolutionen 101 

41. Die PrimzahlinYolutionen auf dem Curyenbild; Steiner's Be- 
dingung für den 2p-Schluss. — üebergang zur Involution der 
Zahl n 103 

42. Anzahl der mit einem gegebenen Punkte zu einem Paar Ton 
F. -Punkten des 2n- Schlusses combinirbaren und Anzahl der 
eigentlichen Doppelflächen V^^^\ ^ Zusammenhang zwischen 

den Zahlen n^, n^, n^. und n^ 106 

XI. Die merkwürdigen Punktsysteme von Olebse h. — 
Gfresohlossene Tangentenpolygone. 

43. Das Hinzutreten der Punktsysteme dritter Art. — Zusammen- 
hang der drei Arten von Systemen; Bestimmung und Anzahl 

der auftretenden geschlossenen Tangentenpolygone 108 

44. Construction und Darstellung des C leb sc haschen Punktsystems 
erster Art für n = 5. — Geschlossene Tangentenvierseite. — 
Darstellung des Systems zweiter und dritter Art: Geschlossene 
Tangenten-Dreiseite und -Zwölfseite 112 

45. Die Sonderstellung der Involution sreihe der Zahl 3** bezüg- 
lich der Glebsch'schen Punktsysteme .und die drei neuen 
Systeme durch Zutreten der Involution für n = 2 113 

46. Bäumliches Analogen zu den geschlossenen Tangeutenpolygonen 116 

47. Erweiterung der Steiner'schen Probleme auf Polygone mit 
mehr als zwei F.-Punkten 117 

Xn. Speoialformen nnd allgemeine Lage des Centrums. 

48. Modificationen der Involution der Zahl n für die Raumcurve 
mit vier und zwei nicht reellen Kegeln, für die rationale und 
die zerfallenden Curven. — Realität. — Möbius'sche Invo- 
lutionen 119 

49. Allgemeine Lage des Centrums im Baume. — Constructive 
Durchführung dieser Verhältnisse im Specialfall der Erzeugung 
der A4 aus cubischen Involutionen des gleichseitigen Hyper- 
boloids 121 

50. Bäumlicher Beweis der Bemerkung von Steiner über die Con- 
struction krummliniger Polygone aus Kegelschnitten 124 



Erklärung der Tafeln. 



Tafel I. Durchdringung mit vier reellen Kegeln als circulare, zweithei- 
lige Curve dritter Ordnung im Bild. Darstellung des Invo- 
lutionselementes des Vierschlusses imd der Doppelfläehen FW. 

„ II. Die circulare, zweitheilige Curve dritter Ordnung als Bild der 
Grundcurve eines Büschels mit vier reellen und eines solchen 
mit vier nicht reellen Eegelflächen. Darstellung eines Invo- 
lutionselementes des Achtschlusses und der Doppelflächen F(8). 

„ III. Fig. 1. Durchdringung mit zwei reellen Kegein: circulares ein- 
th eiliges Curvenbild. Darstellung des Involutionselementes des 
Vierschlusses und der Flächen F(*). — Fig. 2. Durchdringung 
mit Doppelpunkt aus der einfachen Berührung der Kegel. In- 
volutionselement des JVierschlusses und Construction der Ge- 
raden durch die drei Wendepunkte des rationalen Curven- 
bildes. 

„ IV. Fig. 1. Die Raum curve dritter Ordnung vom Kreisbilde K' mit 
Bisecante V Quadratische Involution des Vierschlusses. — 
Fig. 2. Durchdringung als Kegel schnittpaar. Darstellung der 
Elemente der quadratischen und cubischen Möbius'schen In- 
volutionen auf dem Kegelschnitt K' und auf der Geraden p 
des Curvenbildes. 

„ V. Durchdringung mit vier reellen Kegeln. Construction der 
Doppelflächen F(6) und Darstellung der Wendepunkte, des 
Systems der Linien h durch diese und der harmonischen Po- 
laren i des Curvenbildes für einen Scheitel der Curve B.^ als 
Centrum. Büschel der Polarkegelschnitte der Punkte der Ge- 
raden g' im Bild. 

„ VI. Dieselbe Durchdringung bei allgemeiner Lage des Centrums 
auf der Curve. Darstellung des Involutionselementes des Sechs- 
und Zwölfschlusses mittelst des ümrisskegeb C/g. (Die Con- 
struction der zugehörigen Flächen F(i2) ist mit der vorigen 
Tafel verbunden.) 

„ VII. Durchdringung mit vier reellen Kegeln. Darstellung der 
Flächen F(iO) und des Involutionselementes des Zehnschlusses 
auf dem Curvenbild mittelst des ümrisskegels Ug. 

„ VIII. Durchdringung mit vier reellen Kegeln. Darstellung des In- 
volutionselementes des Fünfzehnschlusses von der Gruppe der 
drei reellen Wendepunkte des Curvenbildes aus: Clebsch'sches 
Punktsystem erster Art: geschlossene Tangen tenvierseite. 

„ IX. Darstellung eines C leb 8 ch'schen Punktsystems zweiter Art ohne 
Wendepunkte durch Erweiterung der Tangentendreiseite in der 
Involution des Zehnschlusses: Construction eines Tangenten- 
zwölfseits. 
X. Darstellung des Erzeugnisses aus den trirectangulären ßegel- 
schaarinvolutionen eines gleichseitigen Hyperboloids für einen 
seiner Punkte als Centrum: also des Curvenbildes vierter Ord- 
nung aus der projectivischen Verbindung cubischer Strahlen- 
involutionen und der Tangenteninvolutionen dritter Ordnung 
auf einem Kegelschnitt des ümrisssystems. 



»» 



J 



A. Die Steiner'seben Involationen von Fandamentalpmikteii 

des 2n-SeMnsses für n = 2*. 

Zwei Flächen zweiten Grades durchdringen sich in einer 
Raumcurve vierter Ordnung erster Art Ü4, der Grund- 
curve des durch die beiden gegebenen bestimmten Büschels 
von Flächen zweiten Grades, welche von den Ecken des allen 
gemeinsamen Quadrupels harmonischer Pole und Polaren, dem 
Tetraeder der Kegelspitzen, doppelt projicirt wird, so dass sie 
also gleichzeitig als Durchdringungscurve von zwei Kegeln 
zweiten Grades erscheint — den Fall ausgeschlossen, wo das 
Tetraeder imaginär wird: eine Durchdringung, die sich in der 
folgenden Untersuchung als zurückführbar auf eine solche mit 
vier reellen Kegeln erweist. In diesem Falle bleibt ein Paar 
windschiefer Gegenkanten des Tetraeders reell, als Träger qua- 
dratischer Punkt- und Ebeneninvolutionen, deren nicht reelle 
Doppelelemente die Ecken und Seitenflächen des Tetraeders 
sind; die eine oder beide Involutionen können aber auch hyper- 
bolisch sein: ein Büschel mit zwei oder vier reellen Kegeln, 
und mit der entsprechenden Eigenthümlichkeit für die Baum- 
curve, dass sie im Falle von zwei reellen und zwei nicht 
reellen Kegelflächen einth eilig, im Falle von vier reellen 
zweitheilig ist. Der Uebergang von dieser Form zu jener 
geschieht durch den Fall der Berührung der Kegelflächen, oder 
der Curve mit Doppelpunkt, wobei zwei der vier reellen 
Kegel sich in den uneigentlich doppelt projicirenden Kegel 
aus dem Doppelpunkte zusammengezogen haben. Mit diesem 
ist endlich noch ein dritter Kegel vereinigt zu denken, wenn 
die gemeinschaftliche Tangentialebene aller Flächen im Doppel- 
punkte ihn berührt, oder im Falle der Raumcurve vierter Ord- 

Di stell, SchliesBungsprobleme. 1 
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nung mit Spitze. Die beiden Formen der Curve mit Doppel- 
punkt und Spitze sind rational und das Hinzutreten eines 
zweiten Doppelpunktes bewirkt das Zerfallen, entweder in eine 
Raumcurve dritter Ordnung JBg und eine reell oder nicht 
reell schneidende Bisekante, also wieder mit zwei reellen 
oder nicht reellen Kegelflächen, oder in zwei Kegelschnitte 
mit zwei gemeinsamen reellen oder imaginären Schnittpunkten. 
Das Zerfallen der Raumcurve R^ oder der beiden Kegelschnitte 
giebt endlich die Formen der Curve mit drei Doppelpunkten 
aus Kegelschnitt und Geradenpaar, und mit vier solchen 
oder des windschiefen Vierseits (D. G. Bd. II p. 104 ff.). 

I. Die Vierschlnss-Involntion. 

1. Wir beginnen die Betrachtung mit dem Falle der 
zweitheiligen Raumcurve i?^, oder des ganz reellen Tetra- 
eders der vier Kegelmittelpunkte M^ . . J[f4 und der Gegen- 
ebenen Pj . . P4. Sind in Taf. I M^L^ und üf^Lg ^^® darstellend 
geometrischen Daten der Durchdringung zweier Kegelflächen 
zweiten Grades für einen ihnen gemeinsamen Punkt, also für 
einen Punkt der Raumcurve als Centrum, so halben wir als 
Bild der Durchdringung eine circulare zweitheilige Curve 
dritter Ordnung C3 zu erwarten, wenn die Polarinvolutionen 
am Durchstosspunkt ^12 von Jfi Jfg in Bezug auf die Spuren 
Lj^ und L2 nicht sich trennende reelle Doppelelemente besitzen 
(D. G. Bd. II p. 156). Wählt man den Punkt S^^ als Schnitt- 
punkt zweier zu einander normaler Durchmesser der Spur- 
kreise, so sind diese für beide Involutionen das gemeinsame 
Paar, also die Spuren s^* und 5^* der beiden durch die Kante 
Jf^ilfg gehenden Tetraederebenen; ebenso sind die Polaren von 
8^2 für die Kreise L^ und ig ^^® Spuren s^^ und 5^» resp. der 
beiden andern Tetraederebenen an der Kante M^M^^ und die 
Schnittpunkte dieser vier Spuren also die Durchstosspunkte 
Sik der sechs Tetraederkanten, mit S^^ und fifg^ nach der Dis- 
position als unendlich fern. 

Diese metrischen Specialisirungen, die an der Annahme 
kreisförmiger Spuren der Kegel hängen im Sinne der Einfach- 
heit und Genauigkeit der Construction, sind durchaus nicht be- 
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schränkend für die Allgemeinheit der Untersuchung; durch eine 
coUineare Transformation verschwinden die metrischen Merk- 
male und werden zu projectivischen des allgemeinen Falles. 

Nach der Eigenschaft einer Tetraederebene als gemein- 
schaftlicher Polarebene der Gegenecke für die drei Kegel- 
flächen, deren Spitzen sie enthält, sind drei Punkte Sik mit 
demselben ersten Index die Diagonalpunkte eines vollstän- 
digen Vierecks von Punkten einer Spur i,, mit den Tan- 
gentenpaaren an die drei übrigen Spurkreise als Seiten. Das 
Tangentenpaar aus 8^2 an L2 bestimmt auf i^ ein voll- 
ständiges Viereck, dessen zwei weitere Seitenpaare sich in 
SiQ und /Si4 begegnen und' die noch fehlenden Spuren L^ 
und L^ als Tangentenpaare an diese eindeutig bestimmen. 
Die Construction der Durchdringung geschieht im Folgenden 
mit Benutzung der vier centrischen Involutionen, die 
für jede Ecke und Gegenebene des Tetraeders nn Bezug auf 
die Raumcurve statthaben, also durch Punkte und Tangenten 
in Gruppen zu acht (D. G. Bd. II p. 173—179). 

Die Punkte P jeder solchen Gruppe liegen vier Mal paar- 
weise zu vieren in Strahlen durch die Tetraederecken und 
sechs Mal zu vieren in Paaren von Ebenen durch die Tetra- 
ederkanten, welche mit den Tetraederebenen je eine harmo- 
nische Gruppe bilden. Daraus folgt, dass die in einem solchen 
Ebenenpaare gelegenen Paare von Diagonalen des Vierecks 
der P ein windschiefes Vierseit von Doppelsekanten der Raum- 
curve bilden, dessen Ecken auf zwei Gegenkanten des Tetra- 
eders liegen und mit den Punkten Mi desselben auf diesen 
harmonische Gruppen bilden. Sie formiren demnach jedesmal 
auch ein windschiefes Vierseit für eine bestimmte Fläche des 
Büschels. Aus jeder Gruppe zu acht entstehen drei solche Vier- 
seite und drei Flächen; ihren Zusammenhang mit einer vierten 
als geschlossener Gruppe werden wir bald hervortreten sehen. 

Für ein gegebenes Paar von Tetraedergegenkanten ord- 
nen die Vi er Seite auf diesen die Paare der Punktinvolutio- 
nen der Kegelspitzen in prqjectivische Zuordnung, nämlich in 
Punktepaare, welche durch die zugehörige Fläche des Büschels 

ausgeschnitten werden, und sie bringen die Paare der Ebenen- 
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involutionen der Tetraederflächen um dieselben Kanten in pro- 
jectivische Zuordnung, als die Paare von Tangentialebenen 
durch diese an je dieselbe Fläche des Büschels; ihre Gesammt- 
heit erfüllt also eine Begelfläche, die nach ihrer dualen 
Erzeugungs weise als solche vierter Ordnung und Classe JR^^^ 
mit dem betrachteten Paare von Tetraederkanten als Doppel- 
geraden erkannt wird. Sie hat mit jeder Fläche des Büschels 
ausser der Raumcurve i?4 ein windschiefes Vierseit gemein; 
jede der Kegelflächen berührt sie nach zwei in einer Tetra- 
ederfläche gelegenen Erzeugenden; die Ebeneninvolution um 
die Tetraederkante erscheint dabei als ihre doppelt umschrie- 
bene Developpable. Auf diese Weise entstehen drei Flächen i?(*); 
wir wollen ihre Erzeugenden, welche zugleich Doppelsekanten 
der Raumcurve und des Tetraeder sind, Linien^ nennen. Auf 
jeder Fläche des Büschels liegen dann drei Vierseite von Linien g^, 
welche sich in vierundzwanzig Punkten begegnen, die zu acht 
je einer Durchdringungscurve zweier Flächen B^^^ angehören^). 
Die sechs Ebeneninvolutionen um die Kanten des Tetra- 
eders geben aber, wenn ihre Scheitelkanten sich schneiden, 
einem Kegel vierter Ordnung mit drei Tetraederkanten als 
doppelten Inflexionserzeugenden die Entstehung. Die Durch- 
dringungscurve zwölfter Ordnung JB^a zweier Flächen E^^^ be- 
sitzt also in den Tetraederecken vierfache Punkte und wird 
aus diesen durch die genannten Kegel vierter Ordnung dop- 
pelt projicirt. Da zwei solche Kegel längs einer Kante die 
Inflexionstangentialebenen gemeinsam haben, so stellen die 
Tetraederkanten ihre Gesammtdurchdringung dar, und zwei 
Curven R^^ können sich demnach nur in den Tetraeder- 
ecken schneiden; dagegen hat jeder doppeltprojicirende Kegel 
der Raumcurve JB4 mit dem Kegel vierter Ordnung an der- 
selben Spitze acht Erzeugende gemein, welche aus der jB^ die 
zwei achtpunktigen Gruppen herausschneiden, welche die Curven 
iJi2 ^^^ ^4 gemeinsam haben und welche mit den acht ver- 
änderlichen Punkten die vierundzwanzig Schnittpunkte jeder 
Fläche des Büschels mit der R^^ ausmachen. 



1) Man vergl.: Harnack, Math. Annalen Bd. XII. p. 72. 
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Die drei Curven R^^ schneiden somit aus B^ sechs Gruppen 
von acht Punkten, in welchen sich die Seiten zweier ver- 
schiedener Vierseite derselben Fläche des Büschels begegnen^ 
und auf deren Bedeutung wir im Folgenden geführt werden. 

2. Wir kehren zu unserer Disposition Taf. I zurück. Die 
Bilder M/ der vier Kegelspitzen sind Punkte einer Gruppe von 
acht auf der B^, zu welcher auch das Centrum gehört und 
entspringen mit den noch fehlenden vier Punkten aus dem 
Paare von Hülfsebenen der Spuren h^^ in der Involution um 
5i2, von denen die eine projicirend. Die zwei vollständigen 
Vierecke, die durch die Schnittpunkte mit den Kegelspuren L^ 
und L^ bestimmt werden, liefern als Ecken je zwei Paare 
schon bekannter Durchstosspunkte Sit» Durch M^^ und JKg' 
gehen je drei dieser Linien^ die Spuren Äu und A2* Qc = 1, 2, 3) 
der projicirenden Ebenen für die drei Tetraederkanten, die 
resp. in M^ und üf^ zusammentreten. Die analoge Vervoll- 
ständigung des Spurenpaares h^^ am Punkte Si^ auf £3 be- 
stimmt die projicirenden Ebenen der Tetraederkanten an M^ 
und M^] wir sind somit in den Stand gesetzt, die Bilder der 
sechs Tetraederkanten direct und die acht Punkte der das 
Centrum enthaltenden Gruppe gleichmässig aus sechs Ebenen- 
paaren an diesen Kanten zu bestimmen. 

Wir gelangen so zu den noch fehlenden vier Punkten M, 
von denen der eine im Bilde als Durchstosspunkt St der Tan- 
gente im Centrum als gemeinsamer Schnittpunkt der vier Tan- 
genten in den Punkten M/ erscheint. Den Bildern der Kegel- 
spitzen, sowie den vier Bildpunkten M' — in der Figur sind 
die Projectionsstriche der Deutlichkeit halber weggelassen — 
entsprechen je vier Punkte auf der Raumcurve, die durch 
Linien g von einander getrennt sind. 

Die Tangenten in den Punkten einer Gruppe zu acht 
haben aber die Eigenschaft, dass jede derselben von vier an- 
dern geschnitten wird, wo sie den Ebenen des Tetraeders 
begegnet, sie gehören somit zu vier je einer Begelschaar eines 
Hyperboloids im Büschel an. Die acht Punkte einer Gruppe 
theilen sich demnach naturgemäss in zwei Halbgruppen oder 
Quadrupel, wie diejenigen der Punkte Mi und M. Die Durch- 
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stosspunkte der letzteren sind somit vier Punkte des Spur- 
kreises S^ für das durch die Centrumstangente bestimmte Hyper- 
boloid H°, und die vier Tangentenbilder selbst begegnen sich 
demnach in einem zweiten reellen Schnittpunkte F desselben 
mit der Curve. Andererseits gestatten die vier Punkte M sechs 
Verbindungslinien, als Linien g im Räume paarweise auf der- 
selben Fläche gelegen; somit sind auch die drei Diagonal- 
punkte des Vierecks der M Punkte der Curve. 

Die vier Tangenten der Cg aus dem Punkte F können 
drei Mal als Paare je einer quadratischen Strahleninvolution 
aufgefasst werden; die Verbindungslinien ihrer Berührungs- 
punkte als Doppelelemente je einer solchen an einem der drei 
andern Punkte F. Bringt man irgend eine dieser letztern mit 
der entsprechenden der drei ersten in projectivische Verbin- 
dung, indem man in beiden als drittes Paar dasjenige sich 
entsprechen lässt, das aus der Verbindungslinie der beiden 
Scheitel hervorgeht, so tritt als Erzeugniss eine Curve dritter 
Ordnung auf, die mit der vorliegenden Cg nebst den Scheiteln 
F die vier Punkte M und ihre Tangenten gemein hat, also 
nothwendig mit ihr. identisch ist. Daraus folgt, dass die 
Tangenten in den vier Punkten F sich in einem Punkte 
T der Curve begegnen; dass diese somit ebenfalls den 
Punkten eines Quadrupels im Räume entsprechen und aus ihrer 
paarweisen Verbindung drei weitere Punkte T einer Gruppe ana- 
logen Zusammenhanges ergeben, weil sie aus den F und diese 
aus den M ebenso abgeleitet sind, wie die Punkte M aus den Jf/. 

Die vier Bildpunkte F eines Quadrupels zeigen alle dasselbe 
Verhalten unter sich; je nach der Combination mit einem der drei 
andern entsteht an jedem derselben eine von drei quadratischen 
Involutionen, die durch Scheitelstrahl und Tangente ergänzt, die 
Curve als Erzeugniss ihrer projectivischen Verbindung ergeben: 

Je zwei Punkte F sind somit Fundamentalpunkte^) 
für eine unendliche Folge Steiner'scher Vierseite und 
eröffnen damit die Frage nach solchen Polygonen 
überhaupt. 



1) Wir schreiben in der Folge abkürzend F.-Punkt, 
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3. Durch die vier Punkte F gehen vier Kreise des Büschels, 
die Spuren der vier Hyperboloide, deren zugeordnete Regel- 
schaaren jene Strahleninvolutionen zu Bildern haben, so dass 
je ein Paar von Erzeugenden der einen Fläche sich mit einem 
Paare jeder der drei andern zu einem geschlossenen wind- 
schiefen Vierseit, einem Steiner'schen Sekantenpolygon zu- 
sammensetzt, dessen Ecken auf der Raumcurve liegen. Durch 
Combination einer der vier Flächen mit den drei andern ent- 
stehen auf diesen drei Involutionen ihrer Regelschaareu, die im 
Bilde bestimmt«sind durch eine Zusammenfassung der vier Tan- 
genten an die C^ in zwei Paare, und die jedesmal zu drei Polen P 
bezüglich des zugehörigen Spurkreises führen, welche für diesen 
ein Polardreieck bilden, und welche selbst paarweise auf sechs 
Kreisen des Spurbüschels liegen, die sie als Träger projecti- 
vischer Strahlenbüschel hervorbringen. Es hat dabei in Taf. I 
seinen Grund in der Rechtwinkligkeit der Spuren s^» und s^«, 
dass jedesmal einer dieser Pole ins unendliche fällt. 

Die Combination der beiden Involutionen, deren Scheitel 
auf dem unendlichen Aste der Curve Q liegen, ergiebt reelle 
Doppelelemente der zuerst betrachteten Strahleninvolution, die 
oflfenbar nach den Berührungspunkten N der Tangenten aus 
dem Scheitel F der andern gehen. Die Punkte N sind somit 
wieder Bilder von Punkten eines Quadrupels, und da F ein 
Diagonalpunkt ihres Vierecks ist, so fallen die beiden fehlenden 
Diagonalpunkte mit den beiden andern F zusammen. Für die 
beiden F mit nicht reellen Tangenten sind somit die Involu- 
tionen bestimmt durch ihre Doppelelemente, oder durch zwei 
Vierseite nach den Ecken M und N. Als Linien g schneiden 
die in den Doppelstrahlen der Involution am ersten Punkte JF 
projicirten Verbindungsgeraden der Punktepaare N die Tetra- 
ederkanten M^M^ und M^M^j bestimmen mit diesen zwei 
Ebenen und damit direct wie in Taf. I die Punkte N mittelst 
der in ihnen liegenden Kegelerzeugenden. 

Wir haben in den betrachteten vier Flächen das Element 
einer Flächeninvolution vierter Ordnung im Büschel; denn 
die vier Punkte F, deren projicirende Strahlen jene räumlich be- 
stimnlen, sind nach ihrer Construction selbst vier Punkte einer 
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involutorischen Gruppe, und offenbar entsteht die ganze Flächen- 
involution^ wenn man nacheinander alle Quadrupel der Raum- 
curve mit dem Centrum C verbindet. Der Punkt C ist aber 
ein willkürlicher Punkt der Raumcurve; bewegt er sich über 
die ganze Curve JB^, so wird die Flächeninvolution unendlich 
oft erzeugt: Verbindung irgend eines Punktes der Raumcurve 
mit allen ihren Quadrupeln und Verbindung eines beliebigen 
Quadrupels mit allen Punkten der U^ liefert dieselbe Flächen- 
involution. Daraus ergeben sich für die Projection oder die 
vorliegende Curve dritter Ordnung sofort die beiden Sätze 
von Clebsch: 

Die Verbindungsgeraden eines beliebigen Punktes 
P der Cg mit den vier Punkten einer Gruppe von F.- 
Punkten F begegnen der Curve in Punkten F' einer 
zweiten Gruppe^ so dass man aus einer einzigen 
Gruppe alle erhält, wenn P die ganze Curve durch- ^ 
läuft. Und; 

Verbindet man zwei beliebige Gruppen von Punkten 
P und P' unter sich, so schneiden sich ihre sechs- 
zehn Verbindungsgeraden zu vier in vier Punkten F 
einer dritten Gruppe von F.-Punkten; ihre Taugential- 
punkte T liegen also in einer geraden Linie. 

Diese Beziehung ist nichts anderes als der zusammenfas- 
sende Ausdruck für eine Reihe von Vierseitconstructionen. Die 
acht Punkte P und P' bilden für jedes Paar von Punkten F 
die Ecken zweier Vierseite; die Gegenecken jedes Vierseits sind 
F.- Punkte und gehören zu beiden Gruppen P und P'. Zu 
jedem Vierseite zweier F.-Punkte gehört ein zweites, dessen 
Ecken die der ersten zu zwei Vierergruppen P und P' er- 
gänzen; ihre beiden Tangentialpunkte liegen jedesmal mit dem- 
jenigen der F.-Punkte in gerader Linie. 

Jedes Element der Flächeninvolution besteht nach Con- 
struction aus den durch die Diagonalen eines Quadrupels und 
die Tangenten der Raumcurve in diesen bestimmten vier 
Flächen, von denen die drei ersten schon zu Anfang der Be- 
trachtung zusammen aufgetreten sind. Für diese haben sich 
die Diagonalen oder Linien g als Doppelelemente der Invo- 
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j 
lution ihrer Regeischaaren bei Gombination mit der vierten | 

j 

erwiesen, und führten als solche zu den Berührungspunkten j 

der Tangenten dieser Fläche. Aber die Doppelelemente jeder \ 

Combination müssen gegenseitig zu den Berührungspunkten ] 

der Tangenten ihrer Flächen führen, da sie die degenerirten ] 

unter den Vierschlusspolygonen darstellen, d. h. die Doppel- j 

demente jeder Involution sind Linien g, und die zwölf Qua- i 

drupel, welche sie aus der Curve schneiden, sind somit iden- 
tisch mit den vier Quadrupeln der Berührungspunkte der 
Tangenten oder der Berührungs- Quadrupel^), wie wir uns 
kurz ausdrücken wollen. Die auf jeder Fläche gelegenen drei 
Paare Ton Linien g gehen nach den B.-Quadrupeln der drei 
andern und die durch ein B.-Quadrupel bestimmten drei Paare 
von Linien g sind die Doppelelemente der Involution der drei 
übrigen. 

Die von uns betrachteten zusammengehörigen vier Hyper- 
boloide gehören paarweise verschiedenen Serien mit reellen 
und nicht reellen Tangenten an (D. G. Bd. II p. 358); von den i 

vier B.-Quadrupeln sind daher zwei reell, nämlich M und N^ 
die beiden andern P und Q imaginär, aber je auf einem reellen 
Paare von Linien g, 

4. Man fasst die Involution vierter Ordnung im Flächen- 
büschel übersichtlich zusammen durch die Involution von Tan- 
gentialebenen an die einzelnen Gruppen im Centrum C der 
Projection, deren Spuren vom Punkte St nach den Gruppen 
von F.-Punkten F gehen. Eine Vereinigung zweier Flächen 
einer Gruppe in eine einzige entsteht, wenn eine Verbindungs- 
gerade zweier Punkte F durch 8! geht; im Räume sind also 
diejenigen Linien g zu finden, welche die Tangente t im Cen- 
trum schneiden, d. h. die sechs Linien g des durch t bestimmten 
Hyperboloids iP, welche mit t zur andern Schaar gehören. 

Ihre Bilder sind demnach die Doppelelemente der drei In- 
volutionen, welche durch die Tangentenpaare nach den Punkten 
M/ am Punkte St bestimmt sind, und ihre Bestimmung er- 
folgt durch drei bekannte Pole P eines Tripels bezüglich des 

1) In Analogie mit der vorigen Abkürzung schreiben wir fortan 
B.-Quadrupel. 
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Spurkreises S^, Zwei der construirten Doppelstrahlenpaare s»^^^ 
sind somit reell, aber nur das eine mit reellen Schnittpunkten 
J^„(*) der C3. Diese Geraden sind die Spuren der projicirenden 
Tangentialebenen der sechs sich selbst entsprechenden 
oder Vierschlussflächen V^^\ von welchen daher zwei 
hyperbolisch, zwei reell elliptisch und zwei nicht reell sind^). 
Es zeigt sich dabei insbersondere, dass die Vereinigung 
paarweise innerhalb dreier verschiedener Gruppen 
vor sich geht, so dass eine solche Gruppe nur Flächen F^*^ 
enthält, eine Eigenschaft, die sich später wiederholt. In jeder 
der drei Gruppen sind die beiden B.-Quadrupel paarweise zu 
achtpunktigen Gruppen zusammengetreten, und für jede von 
diesen liegen in beiden Schaaren zwei Paare von Linien g auf 
der einen, das dritte auf der andern Fläche; sie sind somit 
die drei Paare achtpunktiger Gruppen, welche die drei ßaum- 
curven R^^ ^^^ der Curve It^ herausschneiden^). 

Aber die für das Hyperboloid H^ abgeleiteten Beziehungen 
gelten auch für die drei andern Flächen der Gruppe. Durch 
die beiden Kegelschaaren werden die vier achtpunktigen 
Gruppen von Berührungspunkten in zwei Abtheilungen von 
Quadrupeln M, N, P, Q und Jtf *, N*, P*, Q* getheilt; dann sind 
die sechs Ebenen durch jeden der vier Punkte eines unbezeich- 
neten Quadrupels — sagen wir beispielsweise M — nach den 
drei Paaren von Verbindungslinien innerhalb der drei bezeich- 
neten N'^,P*,Q*, welche mit den Tangenten in M auf der- 
selben Fläche liegen, die Tangentialebenen der sechs sich 
selbst entsprechenden Flächen V^^^ in den Punkten M] d. h. 
die Verbindungsgeraden der Punkte eines unbezeich- 
neten Quadrupels M mit denjenigen der drei bezeich- 
neten N*,P*,Q* sind zu acht Erzeugende derselben 
Fläche F^*^; die sechszehn Verbindungsgeraden der Punkte 
Mi mit den Punkten N unserer Figur gehen daher zu vieren 
durch die Punkte Ft,^^\ 



1) Man vergl.: Voss: Math. Annalen Bd. V. p. 164, wo diese 
Flächen zuerst auftreten. ' 

2) Sie sind die 24 Punktepaare mit der Beziehung, dass jeder von 
beiden in der Schmiegungsebene des andern hegt. 



Beziehung der Flächen F^^^ zu den Quadrupeln u. d. Scheiteln deri?^ . 4. H 

Nach der eben ausgesprochenen Beziehung verbinden die 
Seiten jedes Polygons einer Fläche F<*> zwei Punkte M mit 
zwei Punkten N* ] seine Diagonalen sind Linien g und schneiden 

» 

demnach für das zusammengehörige Paar der hyperbolischen 
Flächen F^*^ die Gegenkanten Jfg Jfg und J/j Jlf^; für das Paar 
elliptischer F<*> die Kanten M^M^ und M^M^] endlich für 
das Paar der nicht reellen F^^^ die Kanten M^M^ und M^M^. 
Als conjugirte Geraden der Flächen F^*^ bestimmen sie ferner 
an den genannten Kantenpaaren die Polarinvolutionen 5ß^(2) 
imd 5^2^^^ ^®^ Umrisskegel des zugehörigen Paares der F^*^ 
aus den Punkten Mi, und weil die Ebenenpaare durch eine 
Kante nach vier Punkten M oder ^* ein Paar der Involution 
der Tetraederebenen bilden, so kann an jedem windschiefen 
Kantenpaar durch eine Transformation der einen Elementen- 
reihe, in dieser die Involution ^ß^^^^ der einen Fläche in die- 
jenige ^ßg^^) der andern übergeführt werden und umgekehrte 
Weil endlich jede Ebene zweier Punkte N* durch eine 
Tetraederkante auch zwei Punkte N enthält, so können wir 
mit Benutzung einer der Involutionen $ß<2) an drei Kanten 
durch dieselbe Ecke Mi zu einem Quadrupel von Punkten M 
die drei übrigen der N, P, Q ableiten. 

Die Doppelelemente der einen Involution, ^^^^^ beispiels- 
weise, sind stets reell, und das symmetrische Paar der andern 
5^2^^^ mit nicht reellen; sie gehen nach den drei Paaren der 
achtpunktigen Gruppen von Berührungspunkten der Flächen 
F^^\ Das Paar der Tetraederebenen ferner ist für beide 
Involutionen seiner Kante das gemeinsame Paar d. h. die 
zwei Gruppen von acht Verbindungslinien, welche 
aus der paarweisen Combination der Scheitel Si der. 
Curve R^ in allen vier Tetraederebenen gleichzeitig 
entspringen, liegen auf derselben Fläche V^^\ Ihre 
Zahl ist im Ganzen 96 und wird durch die 24 in den Tetraeder- 
ebenen selbst gelegenen Verbinduugslinien auf die Zahl von 
120 Geraden zwischen den 16 Punkten stationärer Schmiegungs- 
ebenen gebracht. Da also durch Verbindung der direct con- 
struirbaren Scheitel St die Flächen F^*^ sofort erhalten werden, 
so können zuni Quadrupel M die drei andern N^ P, Q zu- 
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gefügt werden, indem man von den Ecken des Quadrupels M* 
aus auf jeder Fläche F^*^ das geschlossene Vierseit construirt. 
Es sei angemerkt, dass in der Ausführung der Taf. I die 
Scheitel /Sg als den F benachbart weggelassen sind. 

5. Noch eine räumliche Beziehung. Auf jeder Fläche 
des Büschels schneiden sich die drei Vierseite von Linien g 
in 24 Punkten, die in Gruppen zu acht je einer Curve i?i2 
angehören. Die Ebene zweier solcher Linien g enthält dem- 
nach zwei Punkte aus einem unbezeichneten und zwei aus 
einem bezeichneten Quadrupel wie z. B. in der Figur die Ebene 
durch die Gerade vom Bilde Jlf/ M^\ welche die Gerade zweier 
Punkte N in A schneidet. Die zwei Paare von Verbindungs- 
linien obiger Gruppen, die nicht Linien ^, sind also Erzeugende 
für zwei Flächen F^^^; es schneiden sich debinach die Geraden 
Mj^N und M^'N in der Projection in zwei Punkten JP^(^), d. h. 
die gemeinsame Developpable zweier Flächen iZ^^^ ist 
auch die gemeinsame Developpable zweier Flächen F^*^ 
und zwar jedesmal für ein Paar zusammengehörender derselben, 
ist also von der vierten Classe^). 

Diese Developpable vierter Classe ist aber nicht die ge- 
sammte Developpable, welche zweien Flächen F^*^ gemeinsam 
ist; vielmehr entsteht aus der Gesammtheit der Ebenen, welche 
drei Punkte eines Quadrupels enthalten, eine neue, allen drei 
Flächen jB^*^ gemeinsame Developpable. Ecke und Gegenebene 
des Tetraeders aus vier Punkten eines Quadrupels sind Pol 
und Harmonikaiebene in Bezug auf das Tetraeder der 
Punkte Mi und in dieser reciproken Zuordnung entsprechen 
die Flächen R^^^ aus Linien g sich selbst, der zweien von 
ihnen gemeinsamen Developpablen ihre gemeinsame Durch- 
dringung zwölfter Ordnung, der ihnen gemeinsamen Durch- 
dringungscurve R^ die ihnen gemeinsame Developpable zwölfter 
Classe, mit Doppelcurven vierter Classe, welche die Tetraeder- 
kanten zu Doppelrückkehrtangenten in den Ebenen P,- besitzen. 
Jede Curve 1?,2 schneidet die Curve jR^ in zwei achtpunktigen 



1) Man vergl.: Ameseder, Sitzb. der k. Akad. der Wissensch. 
Aprilheft 1883. pag. 16, 22, 37. 
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Gruppen von Berührungspunkten eines Paares von Flächen 
F^^) und jede Developpable vierter Classe hat mit derjenigen 
zwölfter Classe die aus jenen entspringenden Octaeder von 
Tangentialebenen gemein. 

Jedes Tetraeder aus vier Punkten eines Quadrupels schneidet 
die Raumcurve JB4 in einem weitem Quadrupel, dem projicirenden 
für eine Ecke des ersten als Gentrum und für die durch das 
Quadrupel bestimmte Gruppe der Flächeninvolution. Das 
zweite Quadrupel wird demnach von den Schmie- 
gungsebenen der R^ in den Ecken des ersten aus- 
geschnitten. Von den zwölf Ebenen der Developpablen 
zwölfter Classe durchs Centrum sind drei die Ebenen des 
durch dasselbe bestimmten Quadrupels, die neun andern ent- 
halten je drei Punkte eines solchen, für welche das Cen- 
tram der vierte Schnittpunkt ihrer Ebene ist; diese Ebenen 
sind die gemeinsamen projicirenden Tangentialebenen der drei 
Flächen jR(*^; ihre Spuren somit die gemeinschaftlichen neun 
Tangenten von drei Curven dritter Classe, den Projectionen 
der Begelflächen R^^^ aus einem ihrer Punkte; also der drei 
Curven, welche durch die Verbindungslinien der Gruppen von 
F.-Punkteu umhüllt werden. Die .Gegenecke einer jeden der 
neun projicirenden Tangentialebenen besitzt eine Schmiegungs- 
ebene durchs Centrum, ihre Projectit)n ist also einer der neun 
Wendepunkte des Curvenbildes C3. Auf ihre nähere Bestimmung 
und gegenseitige Lage kommen wir im Folgenden zurück. 

n. Die Achtschluss-Involution. — Yerallgemeinerung. 

6. Sei jetzt in Taf. II unter Voraussetzung derselben 
Disposition die Flächengruppe mit dem projicirenden Qua- 
drupel der F gegeben, deren Tangenten sich in einem Punkte 
T der Q begegnen und mit den drei weitern Punkten T als 
den Diagonalpunkten des Vierecks der Fy sowie das Quadrupel 
der Punkte N. Die Verbindung jedes der vier Quadrupel 
My N, P, Q mit sich selbst, d, h. die vier Tangenten in den 
Punkten desselben und die drei Diagonalenpaare liefern vier 
Mal dieselbe Gruppe von vier Flächen, in der Projection dem- 
nach vier Mal die Punkte F. Wir können aber auch die ver- 
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schiedenen Quadrupel unter einander verbinden, und führen 
dies zunächst im Bilde mit den beiden reellen M und N der- 
selben aus. 

Wir wissen bereits, dass wir dadurch auf ein neues Qua- 
drupel geführt werden, dessen Punkte mit F^ bezeichnet seien. 
Betrachten wir jetzt eine Combination eines Punktes F mit 
einem Punkte jF\ auf dem unendlichen Aste, so kann der (in 
Taf. II stärker hervorgehobene) Linienzug MNNM des Ovals 
in Verbindung mit den Tangenten im Anfangs- und Endpunkte 
M als ein degenerirtes Polygon von acht Seiten und Ecken, 
mit drei Doppelseiten und vier Paaren zusammenfallender 
Ecken, angesehen werden. Fassen wir also den Doppelstrahl 
FN und das Tangentenpaar FM für jeden Curvenast als 
zwei Gruppen einer Strahleninvolution vierter Ordnung am 
Punkte -F, die resp. Verbindungslinien MN durch F^ für 
Oval und unendlichen Ast als zwei paarweise zu Doppel- ^ 
strahlen vereinigte Gruppen einer analogen Involution an F^ 
auf, construiren wir sodann in jeder Involution die dem ge- 
meinsamen Scheitelstrahl FF^ entsprechende Gruppe, so ent- 
steht aus einer projectivischen Verbindung beider Involutionen, 
wenn die beiden ersten Gruppen, welche zusammen je ein 
degenerirtes Polygon bilden, sowie die beiden zuletzt con- 
struirten sich entsprechen, eine Curve von der Ordnung sieben, 
mit dreifachen Punkten in F und jPj. Aber wir bemerk^iL. 
aus der besondern Art der beiden bestimmenden Gruppen der 
Involutionen vierter Ordnung, dass jede Gruppe derselben sich 
aus zwei Paaren einer quadratischen Involution zusammensetzt, 
welche an jedem Punkte der C^ für den Vierschluss auftreten. 

Aus diesem Umstände folgt, dass das Erzeugniss zerfällt 
in eine Curve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in den 
Scheiteln F und F^, und in eine Curve dritter Ordnung, welche 
einfach durch diese hindurchgeht. Zwei entsprechende Gruppen 
der Strahleninvolutionen begegnen sich in sechszehn Punkten, 
welche in Gruppen zu acht auf der einen und andern Curve 
liegen, so dass für beide derselben ein geschlossenes Polygon 
von acht Ecken und Seiten entsteht, diese vier Mal paarweise 
in Strahlen durch die Punkte F und F^ gelegen und jene zwei 
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Mal zu vieren durch diese gehend, so dass für jede Seite die 
beiden auf der C^ gelegenen Schnittpunkte von Strahlen ver- j 

schiedener Paare der quadratischen Involution herausge- 
schnitten werden, weil sonst noth wendig Polygone von vier 
Seiten auftreten müssten. | 

Die so entstehende Curve dritter Ordnung hat mit der 
vorliegenden zwei Punkte M und ihre Tangenten, die Punkte 
N sowie F und F^ gemeinsam, muss also wieder mit ihr 
identisch sein. Zur Gruppe, welche durch die Verbindungs- 
linie FFi bestimmt ist, gehört in der Involution an F die 
Tangente der Gq in diesem Punkte und somit auch der ent- 
sprechende Strahl zu diesem in der quadratischen Involution, 
d. h. der Strahl nach dem andern Punkte F des unendlichen 
Astes. Zu der entsprechenden Gruppe an F^ gehört ebenfalls 
die Tangente der Curve, und weil die Tangente in F diese nicht 
in einem Punkte der Cg treflfen kann, so muss der Strahl nach 
dem Punkte F der Tangente von F^ in einem Punkte der Cg 
begegnen, also in dem bekannten Punkte T des unendlichen 
Astes. Als Bildpunkte eines Quadrupels gehen aber die Tan- 
genten aller vier Punkte F^ nach T u»d ebenso schneiden 
sich die Seiten ihres Vierecks paarweise in den drei andern T 
(Art. 2), so dass die Punkte JP^ ^.us dem zweiten Punkte T des 
unendlichen Astes genau so hervorgegangen sind, wie die 
Punkte F aus dem ersten Punkte T: 

Der Tangentialpunkt deri^^ ist somit Schnittpunkt 
zweier Verbindungsgeraden von Punkten F und der 
Tangentialpunkt der F Schnittpunkt zweier Verbin- 
dungslinien von Punkten JF\, somit die Bedingung des 
Achtschlusses für jede Combination eines Punktes F 
mit einem Punkte F^ erfüllt. 

Bis jetzt haben wir nur die beiden reellen Quadrupel M 
und N betrachtet, mit den beiden Punkten F des unendlichen 
Astes als Tangentialpunkten resp. Die beiden weitern Punkte 
F des Ovals sind die Tangentialpunkte der nicht reellen Qua- 
drupel P und Q, und weil die Verbindungslinie dieser beiden 
F durch den Tangentialpunkt T der Gruppe J?\ geht, so be- 
gegnen sich auch die Verbindungslinien der Quadrupel P und 
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Q in der Gruppe der Punkte F^. Die paarweise Gombination 
der Quadrupel, wie MN und PQ, MP und NQ, MQ und 
^P führen somit zu drei neuen Quadrupeln von Punkten 
F^y F^, F^ resp., für welche die Punkte T die Tangential- 
punkte sind. Sie bilden mit der Gruppe der F ein ge- 
schlossenes Element einer Punktinvolution sechszehnter Ord- 
^ nung derart, dass je zwei Punkte aus verschiedenen Gruppen 

zu vier F.-Punkte sind für eine unendliche Folge Stei- 
ner'scher Achtseite. 

Man kann aber in Taf. II den Ausgangspunkt M des 
degenerirten Polygons auf dem Oval auch mit dem zweiten 
Punkte N auf diesem verbinden, erhält als Schnittpunkt einen 
zweiten Punkt der Gruppe F^ und kann mit diesem als 
zweitem F.-Punkt das Polygon vollenden, ohne dass die Seiten 
durch F sich ändern; d. h. jeder Punkt lässt sich mit einem 
Paar von F.-Punkten für den Achtschluss combiniren, so dass 
seine Strahleninvolution für beide dieselbe bleibt. 

Weil die vier Gruppen Fi aus den T so entstanden, wie 
die Mj Nf P, Q aus den vier Puukten F, so besitzen auch zwei 
Punkte M und N die Eigenschaft von F.-Punkten, wie die 
Figur ohne Zuziehung weiterer Hülfslinien bestätigt. 

Den vier Gruppen von Punkten Fi entsprechen im Räume 
vier Quadrupel von Flächen der Vierer-Involution, ein Element 
einer Flächeninvolution sechszehnter Ordnung, deren Regel- 
schaaren sich zu geschlossenen Steiner'schen Sekantenpolygonen 
von acht Seiten zusammenfügen. Da die projicirende Gruppe 
der Punkte Fi denselben Zusammenhang aufweist, wie die 
Gruppe der vier Quadrupel M^N^P^Q, so folgt daraus, dass 
die Flächeninvolution wieder auf doppelte Weise entsteht, 
durch Verbindung der vier B.-Quadrupel aller Elemente der 
Viererinvolutiön mit einem beliebigen Punkte der Curve JB4 
und durch Verbindung aller ihrer Punkte mit einer einzigen 
solchen Gruppe, und es ist klar, dass darin dasselbe Gesetz 
der Ableitung aller Gruppen der Punkt-Involution sechszehnter 
Ordnung aus einer, sowie derselbe Zusammenhang zwischen 
drei Gruppen P, P' und F für das Bild fortbestehen, wie er 
für die Viererinvolution in Art. 3 ausgesprochen worden ist, 
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Drei solche Gruppen sind im Bilde aus drei Vierergruppen 
abgeleitet, deren Tangentialpunkte in gerader Linie liegen. Die 
Ecken jedes Achtseits für ein Paar von F. -Punkten F sind 
vier Paare von Punkten, die vier verschiedenen Vierergruppen, 
und zu vier den Gruppen .P und P' angehören. Zu jedem 
Achtseit giebt es drei andere, deren Ecken zusammen die 
beiden Gruppen P und P' erfüllen, welche für jeden der 
Punkte F perspectivisch liegen, so dass fürjedes Polygon 
die vier Ecken gerader Zahl zur Gruppe P, die vier 
ungerader Zahl zur Gruppe P' gehören. Die Involutionen 
vierter Ordnung am Punkte F sind entstanden, indem für jede 
der drei quadratischen Involutionen dem Tangentenpaar das 
eine oder andere Doppelelement dieser Involution als zweites 
Paar zugeordnet wurde. Diese Strahlen gehen nach den reellen 
einer Gruppe von sechszehn Punkten, deren Vierergruppen 
somit durch die Einordnung ihrer Elemente in Paare einer 
der quadratischen Involutionen selbs,t involutorisch gepaart 
werden, so dass ein Strahlenpaar aus der einen mit einem 
der beiden aus der zweiten Gruppe sich zu einer vierstrahligen 
Gruppe zusammensetzt. Die Anzahl der verschiedenen In- 
volutionen vierter Ordnung am Punkte F ist somit sechs; 
jede sechszehnpunktige Gruppe liefert vier solcher Gruppen für 
jede Involution. 

7. Die Verbindungslinien der drei Paare von B.- Qua- 
drupeln einer Flächengruppe des Vierschlusses liefern die drei 
ergänzenden Gruppen eines Flächenelementes G des Sechszehn- 
schlusses, und da diese vier Vierergruppen 6r,- mit den resp. 
B.-Quadrupeln {MNPQ)i sich untereinander gleichartig ver- 
halten, so müssen irgend drei Gruppen Gi aus der vierten 
auf dieselbe Weise entstanden sein. Jede Gruppe Gi enthält 
also 32 Gerade, welche zwei Punkte aus verschiedenen Qua- 
drupeln einer andern Gruppe Gi verbinden, ohne Linien g zu 
sein, so dass auf jeder Fläche 24 liegen. Nun lässt sich jede 
Fläche mit zwölf andern combiniren, welche paarweise die- 
selbe, also sechs verschiedene Involutionen ihrer Regeischaaren 
bestimmen, welche zu Folge ihrer Zusammensetzung aus Paaren 
einer quadratischen Involution je ein Paar von Linien g zu 

Di 8 teil, SchliesBUDgsprobleme. 2 
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Doppelelementen besitzen; und weil die 24 übrigen Doppel- 
elemente nothwendig zu Erzeugenden der andern Fläche führen 
müssen, welche Tangenten der R^ sind, so können sie nur 
die obigen 24 Verbindungslinien auf der Fläche sein. 

Für das durch die Centrumstangente bestimmte Hyper- 
1': boloid H° und dessen Begelschaar, welche diese schneidet, er- 

giebt die Construction der Doppelelemente der sechs Involu- 
tionen die projicirenden Tangentialebenen an die sich selbst 
entsprechenden in Paaren vereinigter Achtschlussflächen V^^\ 
Ihre Anzahl ist somit 24 und wird durch die sechs Vier- 
schlussflächen, welche nothwendig Doppelelemente der In- 
volution sechszehnter Ordnung sind, auf die Anzahl von 30 
gebracht. 

Die sechs Involutionen am Punkte St^ in Taf. II sind 
leicht durch zwei Gruppen zu bestimmen; eine solche besteht 
nämlich jedesmal aus dem Bilde einer Linie g und den Tangenten 
in zwei Punkten M/. Wir haben somit um jeden der drei Pole P, 
in Bezug auf den Spurkreis S° drei quadratische Involutionen; 
für jeden Pol ist zwei Mal eine Tangente an die Spur dieses 
Kreises in Verbindung mit einer Geraden nach zwei Durchstoss- 
punkten S von Tangenten in Punkten M/ je «in Paar. Man be- 
merkt, dass eine der Involutionen an jedem Pole P{ auf zwei 
Paare von Flächen F^*^ führen muss; die beiden andern ergeben 
durch die Schnittpunkte ihrer Doppelstrahlen mit dem Kreise S^ 
drei Mal vier Paare von Spuren s«,^®^ projicirender Tangential- 
ebenen an die Flächen F^^^; diese treten somit als sechs. Vierer- 
gruppen auf. Die beiden Involutionen an Pj führen dabei auf 
vier hyperbolische und vier nicht reelle Flächen F^^^; für den 
Pol Pg sind beide Involutionen nicht reell, da ein reelles mit 
je einem nicht reellen Element zu combiniren ist: wir erhalten 
acht weitere imaginäre Flächen F^^^; die Involutionen an Pg 
endlich führen zu vier reellen elliptischen und vier nicht 
reellen Achtschlussflächen. 

Die 120 Verbindungslinien zwischen zwei reellen acht- 
punktigen Gruppen MM* und NN* setzen sich zusammen 
aus 32 Kegelerzeugenden MM*, NN*] 24 Linien g, wie MM, 
NN] 32 Seiten geschlossener Vierseite NM*, N* M des hy- 
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perbolischen Paares V^^^ und 32 Geraden NM, N* M*, welche 
sich zu geschlossenen Vierseiten der R^ zusammensetzen, und 
die Projectionen der vorigen auf die Raumcurve aus den Ecken 
Mi sind. Die Gesammtheit dieser Vierseite erfüllt daher zwei Re- 
gelflächen Bi^^\ welche die Raumcurve zur Doppelcurve besitzen; 
jene Vierseite bestimmen, mit den Kegelspitzen verbunden, 
die doppeltumschriebenen Developpablen dieser Flächen: als 
Umrisskegel der einen Fläche V^^^ aus M2 und Jfg, als ümriss- 
kegel der andern F^^^ aus M^ und Mg für die eine, und um- 
gekehrt für die andere Regelfläche. Daraus folgt, dass jede 
Fläche des Büschels acht Erzeugende mit jeder gemein hat, 
dass sie somit von der achten Ordnung sind. 

In der That gehören' ihre aus der Verbindung reeller 
Quadrupel entstehenden Erzeugenden zu acht je zweien, 
die aus der Verbindung der nicht reellen Quadrupel PP*, 
Q Q* entstehenden zu acht den beiden andern Flächen einer 
Vierergruppe an. Die Regelflächen iJ^^^^ treten also in Paaren mit 
denjenigen der Flächen F^*^ auf, und können aus diesen durch 
Projection aus den Tetraederecken direct abgeleitet werden; 
ausser der Doppelcurve i?4 besitzen sie noch in jeder Tetra- 
ederebene Pi eine unicursale Doppelcurve vierter Ordnung 
und sechster Classe mit Doppelinflexionsknoten in den Punkten 
Mi,^) Ihre Projectionen bilden die sechs Curven sechster 
Classe, welche von den Verbindungslinien der sechszehn 
Punkte Fi jeder Gruppe umhüllt werden; die vier aus dem 
Punkte St^ an jede gehenden Tangenten sind die bereits 
construirten Spuren 5^,^^^ 

Die vier Diagonalen jedes Achtseits auf den Flächen F^®^ 
einer Vierergruppe schneiden wieder dasselbe Gegenkantenpaar 
im Tetraeder, und bestimmen damit an diesen zwei biquadra- 
tische Ebeneninvolutionen ^^^^^ und ^2^^\ ^^^ ^^^^ 3,us Paaren 
der quadratischen Polarinvolutionen 5(5/^^ zusammensetzen. Aus 
jeder Vierergruppe von Flächen F^^^ geht ein solches In- 
volutionenpaar hervor, mittelst dessen man zu einem Qua- 
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1 M die fehlenden fünfzehn conatruirt, zu denen man 
von den Punkten M* aus durch Gonstruction der ge- 
ssenen Achtseite auf den Flächen F<^^' gelangt. 
!>ie sechszehn Punkte Fi lassen 96 Combinationen zu 
a zu; aus jeder entspringt nebst unserer Curve dritter 
ing eine solche vierter Ordnung C^ mit Doppelpunkten 
Q F,-Punkten; sie sind für ein Paar von Punkten F,*®* 
: von Raumcurven B/ der Flächen F'*', welche noch 

die Regel schaarinvolutionen auf diesen erzeugt werden. 
1 jedes der sechszehn B.- Quadrupel gehen zwölf Curven 
ie vier Gruppen zu vier, in welche sich die B.-Quadrupel 
n, enthalten in den beiden ersten zwei reelle und zwei 
reelle, in den beiden andern keine reellen Vierergmppen. 
1 jede reelle Gruppe gehen vier reelle (7,; von diesen 
Iten je zwei ein weiteres reelles, zwei ein weiteres nicht 
s Quadrupel. 

I. Verbinden wir jetzt die Gruppen von je vier Quadrupeln 
PQ)i mit verschiedenen Indices untereinander, so 
1 wir, dass aus jeder solchen Yerbindang eine neue Gruppe 
echszehn Punkten des Ourvenbildes entsteht. Betrachten 
wa die beiden reellen Quadrupelpaare Jlf Jf und M^ ^, mit 
i'angentialpunktepaaren i^'nnd F^, so können wir analog 
1 Taf. II mit der Tangente in einem Punkte M auf dem 
und unpaaren Äst beginnend und schliessend, den Linien- 
IN^M^NNMiNiM a\B degenerirtes Polygon mit sieben 
elseiten und acht Doppelecken auffassen, 
ilan erkennt unmittelbar wieder, daas die Gruppen der 
en Scheiteln entstehenden Strahleninvolutionen achter 
mg sich aus zwei Gruppen der Involution vierter Ord- 
an diesem Punkte zusammensetzen, nämlich jedes Mal 
nem Paar von Tangenten und drei von den sechs Doppei- 
nten der Involution vierter Ordnung am Punkte F. Der 
tnte speciell im neuen Scheitel entsprechen in der andern 
ition am Punkte F zwei Gruppen von vier Strahlen, 
je nur ein Strahl aus einer solchen begegnet ihr in 

Funkte der Cj. Derjenige Strahl nun, welcher sie 
rem dritten Schnittpunkte mit der Curve trifft, gehört 
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nothwendig zur Gruppe derjenigen vier, welche die Verbin- 
dungslinie der beiden Scheitel nicht enthält, zu welcher somit 
die Tangente in F, sowie der Strahl nach dem zweiten Punkte 
jP des unendlichen Astes und die Strahlen nach zwei Punkten 
JP\ gehören. Einer dieser beiden letztern Strahlen muss der 
Tangente auf der Q begegnen und jeder Punkt einer der drei 
neuen Gruppen, der mit F ein Paar von F.-Punkten für den 
Sechszehnschluss bildet, ist somit bloss an die Bedingung ge- 
knüpft, den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie 
eines Punktes F mit einem Punkte F^ zum Tangential- 
punkte auf der C^ zu haben, d. h. ihre Gesammtheit wird 
gebildet durch die drei Gruppen von je sechszehn Punkten, 
welche die drei Schnittpunktegruppen Ti sämmtlicher Ver- 
bindungslinien der sechszehn Punkte F und Fi auf der C^ 
zu Tangentialgruppen haben. Weil dabei die Gruppen Ti 
aus paarweisen Combinationen der vier Gruppen F und Fi 
entstehen, so gehen die drei neuen Gruppen F ebenffills aus 
der paarweisen Combination der vier Gruppen (Jf^P^),- 
hervor. 

Im Räume führen diese Verbindungslinien zu drei neuen 
Fläcbengruppen, sie bilden mit der ersten das Element einer 
Flächeninvolution von der Ordnung 64, für Steiner'sche Se- 
cantenpolygone von sechszehn Seiten. Die Gruppe der pro- 
jicirenden Strahlen hat dabei denselben Zusammenhang, wie 
diejenige der B.- Quadrupel; wir schliessen daraus die doppelte 
Entstehungsart der Flächeninvolution und die Clebsch'schen 
Sätze wie in Art. 3. 

Jede Fläche lässt sich mit 48 andern combiniren, welche 
auf ihr zwölf verschiedene Involutionen ihrer Begelschaaren 
erzeugen; von den Doppelelementen derselben sind 12* 6 Doppel- 
elemente der biquadratischen Involution; es bleiben als eigent- 
liche solche 96 übrig, die 96 Verbindungslinien zwischen den Be- 
rührungspunkten d^r Tangenten derjenigen drei Gruppen von 
sechszehn Flächen, zu welchen die betrachtete nicht gehört. Es 
giebt demnach auch 96 sich selbst entsprechende Flächen F^^*^ mit 
je drei weitern Baumcurven iJ/ als Erzeugniss ihrer ßegelschaar- 
Involutionen. Sie setzen sich zusammen aus sechszehn hyper- 
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bolischen, sechszehn reellen elliptischen und 64 nicht reellen 
Flächen. Auf ihren Zusammenhang mit den Flächen F^^^ 
I und F^®^ kommen wir zurück. 

Die Projectionen aller auf den Flächen F®^ gelegenen 
Polygone aus den Ecken Mi auf die Raumcurve führen auf 
24 neue Regelflächen R2^^\ welche die 2 • 96 Doppelstrahlen jeder 
Fläche in beiden Schaaren mit dieser zu acht gemein haben. 
Das Auftreten von Polarinvolutionen $/^^ und die Ableitung 
zusammengehöriger Punktegruppen von 64 aus solchen von vier 
oder sechszehn Punkten hängt damit zusammen. 

9. Da3 bis dahin zur Anwendung gekommene Verfahren 
lässt sich offenbar beliebig oft wiederholen. Durch Construction 
der B.-Quadrupel und ihrer Verbindungslinien geht aus jeder 
Flächeninvolution diejenige nächst höherer Ordnung hervor, 
auf welche dieselbe Erweiterung wieder angewendet werden 
kann. Diese Constructionen für das Curvenbild ausgesprochen, 
j ergeben für die Involutionen von F.-Punkten auf der Curve 

K dritter Ordnung folgenden Zusammenhang: 

Wir gehen aus von einer Gruppe von vier Punkten F 
des Vierschlusses; die Tangenten aus einem dieser Punkte be- 
stimmen auf der C^ vier Berührungspunkte B vom selben Zu- 
sammenhang wie die F: ihre Verbindungslinien gehen paar- 
weise durch die drei Ergänzungspunkte F, welche selbst 
den gemeinschaftlichen Tangentialpunkt T besitzen. Die Tan- 
genten aus diesen Ergänzungspunkten F bestimmen drqi weitere 
Gruppen B von Berührungspunkten; sie bilden als Ergänzungs- 
gruppen zar Gruppe B mit dieser eine sechszehnpunktige 
Gruppe jBi, welche in Bezug auf ihre Untergruppen B den- 
selben Zusammenhang aufweist, wie die Punkte F] d. h. mit 
Verbindungslinien der Gruppen B, welche in paarweiser Com- 
bination zu drei neuen Gruppen F führen, den Ergänzungs- 
gruppen der ersten zu einer sechszehnpunktigen Gruppe F^ 
von der Art der Gruppe B^. Die Gruppe F^ besitzt die 
Gruppe T zur Tangentialgruppe und zwei Punkte aus ver- 
schiedenen Vierergruppen in i^j sind F.-Punkte für den Acht- 
schluss. Mit den Tangenten aus den Ergänzungsgruppen F 
fügen wir zur Gruppe B^ drei neue solche einer Gruppe JBg 
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hinzu; die Verbindungslinien innerhalb der Gruppe JBg führen 
zu den Ergänzungsgruppen Fj^ des Sechszehnschlusses u. s. f. 

Da die Gruppe der B von derselben Art ist, wie diejenige 
der Fy die Gruppe der B^ von derselben Art wie diejenige 
der F^ u. s. f., weil femer T der Tangentialpunkt der Gruppe 
-F, diese Gruppe die Tangentialgruppe der Gruppe B^] F^ die 
Tangentialgruppe der Gruppe JSg ist, so folgt: 

Aus der Gruppe des Vierschlusses entsteht die- 
jenige des Achtschlusses durch Tangentenziehen alä 
Gruppe der Berührungspunkte; durch dieselbe Ope- 
ration aus dieser die Gruppe des Sechszehnschlusses 
u. s. f., d. h. die Ordnung jeder folgenden Involution ist 
durch Multiplication mit 4 aus derjenigen der vorher- 
gehenden ableitbar: somit die Involution für den 
2w = 2«2*-Schluss von der Ordnung 2^ = n^ 

Die obige Darstellung giebt die Entwicklung des In- 
volutionselementes aller Involutionen von einem bestimmten 
Anfangspunkte aus durch Zufügen von je drei Ergänzungs- 
elementen derselben Art zu einem Element der folgenden In-, 
volution. Sie enthält den Steiner'schen Fundamental- 
aatz in der Form, dass die durch die Verbindungs- 
linien einer Gruppe von F.-Punkten abgeleiteten drei 
Untergruppen die Tangentialgruppen ihrer Ergän- 
zungsgruppen sind; seine Begründung liegt in dem orga- 
nischen Aufbau der die Curve C^ als Theil erzeugenden 
Strahleninvolutionen aus Gruppen der jedesmal vorhergehen- 
den Involution, welcher bei beliebig oft wiederholter Fort- 
setzung des Verfahrens fortbestehen bleibt. 

Lässt man die Entwicklung der Elemente gleichzeitig von 
drei Punkten T einer Geraden ausgehen, so entstehen aus 
ihnen drei Gruppen P, P' und F von je 2^* Punkten, von 
denen jede die Schnittpunktegruppe der Verbindungslinien 
zwischen den beiden andern ist, derart, dass diese Ver- 
bindungslinien sich für jedes Paar von F.-Punkten der dritten 
Gruppe zu 2* Steiner'schen Polygonen von 2 • 2* Seiten zu- 
sammenfügen, so d^ass die geraden Ecken als die Punkte der 
einen und die ungeraden als Punkte der andern Gruppe er- 
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scheinen. Dadurch entstehen an jedem Punkte F aus jeder 
solchen Punktegruppe 2* Gruppen derselben Strahleninvolution 
von der Ordnung 2*, über deren Anzahl und Zusammensetzung 
sich folgende Uebersicht aufstellen lässt, wenn man jetzt an 
Stelle der degenerirten Polygone, wie früher, allgemeine setzt: 

An jedem Punkte l^existiren drei quadratische Strahlen- 
involutionen, deren Elemente nach den je drei Paaren von Punk- 
ten gehen, in welche sich die vier Punkte jeder Vierergruppe ord- 
nen lassen. Vier derartige vierstrahlige Gruppen setzen sich zu 
einer Gruppe von sechszehn Strahlen zusammen. Ordnet man 
alle Elemente einer solchen in Paare einer der drei quadra- 
tischen Involutionen, so wird dadurch jeder Vierergruppe eine 
zweite zugeordnet; ein Paar der ersten bildet mit jedem der 
beiden Paare der zweiten Gruppe ein Element der Involution 
vierter Ordnung. Die Zahl der verschiedenen Strahleninvolu- 
tionen vierter Ordnung am Punkte F ist somit sechs, und 
jede derselben ist durch vier Gruppen bestimmt. 

Ergänzt man im Weitern die 16 Strahlen durch drei weitere 
Gruppen zu 64, und ordnet man ihre Elemente in Gruppen einer 
der sechs Involutionen vierter Ordnung, so ist damit zugleich die 
paarweise Zuordnung der sechszehnpunktigen Gruppen selbst 
vollzogen und zwei vierstrahlige Gruppen aus zwei solchen 
treten zu einem Elemente der Strahleninvolution achter Ord- 
nung am Punkte F zusammen, so dass die Anzahl der ver- 
schiedenen Involutionen zwölf ist. 

Offenbar verdoppelt sich bei fortschreitender Entwicklung 
die Anzahl der auftretenden Involutionen, so dass für die 
Ordnung 2^* die Zahl der verschiedenen Strahleninvolutionen 
3 • 2*~^ und jede durch 2* Gruppen bestimmt ist. Jeder Punkt 
kann mit (2^ — 1) 2^^*""^) andern combinirt werden, von denen 
je 2*""^ am Punkte F dieselbe Strahleninvolution bestimmen; 
mit ebenso vielen Flächen eine bestimmte Fläche im Büschel; 
die doppelte Anzahl ist die Zahl der Doppelelemente ihrer 
Kegelschaareninvolutionen und somit (2^ — 1)2^*~^ die Zahl 
der eigentlichen 2w-Schlussflächen V^^^\ 

Wir erweisen die Richtigkeit dieser Anzahlenbestimmung 
mit Hinweis auf den Zusammenhang mit andern noch durch 
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directe Consiruction der Flächen V^^'^K Wenn insbesondere 
eine der obigen drei Gruppen den Punkt S^ enthält, so giebt 
es aus dem zugehörigen Punkte T drei Tangenten an die C3, 
denen Gruppen P entsprechen , die mit P' zusammenfallen, 
wenn ihre Berührungspunkte als Punkte T genommen werden. 
Es gehen somit 3 • 2^*~^ Gerade durch den Punkt S^, welche 
zwei Punkte aus derselben Gruppe P verbinden; sie sind die 
Spuren der projicirenden Tangentialebenen an die Flächen F^^'»^ 

Verlegt man im Baume das Centrum an einen Scheitel 
der R^^, etwa einen in der £bene P4 gelegenen, so gehen die 
projicirenden Tangentialebenen an jede Yierergruppe nach den 
Erzeugenden des Kegels aus M^, welche durch ein Paar der 
EbeneninYolution einer der Tetraederkanten, etwa M^M^y her- 
ausgeschnitten werden. Man sieht, dass dabei auch die ellip- 
tischen Flächen sich zu Yierergruppen zusammensetzen. Die 
drei Paare von Flächen V^^^ entstehen durch die Doppelebenen 
Pj und P3 der Involution und durch das Paar von Tangential- 
ebenen an den Eegel aus Jf^, in Uebereinstimmung mit dem 
frühem Resultate, dass die F^*^ die Yerbindungsgeraden der 
Scheitel der B^ enthalten. 

Die Tangentialebenen durch M^M^ an jede Vierergruppe 
bestimmen im Weitem durch die sechszehn Erzeugenden, die 
sie aus dem Eegel an M^ schneiden, die projicirenden Tan- 
gentialebenen der Involution sechszehnter Ordnung; speciell 
die Tangentialebenen der 24 Flächen F^®^ durch die sechs 
Paare von Tangentialebenen an die Flächen F^*^; die Tan- 
gentialebenen durch M^M^ an die Flächen F^*) bestimmen 
die projicirenden Tangentialebenen der 96 Flächen F^^*^ u. s. f., 
also eine Ableitung nicht nur der Involutionen, sondern auch 
ihrer Doppelelemente aus einander, deren Anzahl sich offen- 
bar fortlaufend mit 4 multiplicirt. 

Dass mit jeder Vierergruppe von Flächen Ff^**^ zwei In- 
volutionen ^»(»»^ und vier Regelflächen jBjfc<®> achter Ordnung 
auftreten, sei hier nur erwähnt; über ihre Bedeutung auch 
für die Projection kann nach dem Früheren kein Zweifel mehr 
besteben. 



26 A. Involutionen des 2 »-Schlusses für n = 2*. III. 

m. Modification für die Specialformen der Durchdringiuig. 

10. Die bisherige Untersuchung bezog sich auf den Fall 
der zweitheiligen Raumcurve i?^ mit vier reellen doppelt pro- 
jicirenden Kegeln ; es bleibt übrig, sie auf die Fälle der Durch- 
dringung mit nur zwei oder gar keiner reellen Kegelfläche, 
sowie auf die Curve mit Doppelpunkt und die Degene- 
rationsformen auszudehnen. 

Die Durchdringung mit vier nicht reellen Kegeln zunächst 
kann auf den besprochenen Fall zurückgeführt werden durch 
den Nachweis, dass ein und dieselbe vorgelegte Curve C^ auf- 
gefasst werden kann als Bild der Grundcurve eines Flächen- 
büschels sowohl mit vier reellen, als mit vier nicht reellen 
Kegelflächen. Auch im .letztern Falle ist die Raumcurve zwei- 
theilig; alle Flächen des Büschels verhalten sich ihr gegenüber 
gleichartig, d. h. alle sind einfache Hyperboloide, enthalten 
je vier reelle Tangenten der einen, und vier nicht reelle Tan- 
genten der andern Schaar. Im Gegensatze zum vorhergehen- 
den Falle aber verhalten sich die beiden Begelschaaren jeder 
Fläche jetzt ungleichartig; die eine mit reellen Tangenten ver- 
bindet reelle oder conjugirt imaginäre Punktepaare je des- 
selben Astes, die andere Punkte des einen Astes mit Punkten 
des andern. Jede Ebene des Raumes trifft demnach jeden der 
Aeste entweder in einem stets reellen, oder in drei Punkten, 
wovon zwei conjugirt imaginär sein können, nie aber jeden 
Ast in zwei Punkten. 

Die E^ besteht also in diesem Falle aus zwei sich stets 
mit einem reellen Punkte ins Unendliche erstreckenden Aesten; 
der eine derselben wird sich bei einer Centralprojection aus 
einem Punkte desselben, als Oval, der andere als unpaarer 
Ast abbilden; der Durchstosspunkt St^ der Centrums- 
tangente liegt also jetzt auf dem Ovale. 

Die Spurkreise der sich selbst entsprechenden Hyperbo- 
loide in Taf. I ergaben sich als diejenigen Kreise V^^\ welche 
paarweise je zwei Punkte Fi eines Quadrupels enthielten. 
Wählen wir nun in Taf. H das Quadrupel der Punkte M, und 
ordnen wir je einem Punkte M des unendlichen Astes einen 
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Punkt M des Ovals zu, betrachten wir dann den Punkt F der 
Verbindungslinien der Paare als Darchstosspuukt S^ einer 
neuen Durchdringung, so werden irgend zwei Kreise durch 
diese Punktepaare mit einem gemeinsamen Punkte der 63 auch 
den weitern Schnittpunkt mit dieser gemeinschaftlich haben. 
Da die M F.-Punkte für den Vierschluss sind, so werden die 
quadratischen Involutionen an ihnen, auf den Kreis durch ihren 
Scheitel übertragen, je zwei Punkte P^ auf einem Kreise JT^ 
und P2 auf einem Kreise K2 des neuen Büschels mit der Cen- 
trale Cj als Erzeugniss projectivischer Sehnenbüschel bestimmen. 

Wir können demnach jene Kreise durch M als Spurkreise 
Fi^*^ und ¥2^^^ zweier sich selbst entsprechender Flächen in der 
Viererinvolution eines neuen Flächenbüschels auffassen, 
mit der C^ als Bild einer neuen Grundcurve. aus einem neuen 
Centrum in ihr und mit vier nicht reellen Kegeln, weil 
die Bilder ihrer Spitzen M/ als Berührungspunkte der Tan- 
genten aus 8p nicht reell sein können. Der Punkt Sf"^ be- 
stimmt mit den drei weitern F seines Quadrupels die Spurkreise 
einer Vierergruppe, zu welcher das Hyperboloid H^ der Cen- 
trumstangente gehört, und welche jedesmal der C^ in einem wei- 
tern Punkte begegnen, der ein Punkt des Quadrupels T ist. 

Die vier Tangenten aus 8t' bestimmen an jedem Punkte F 
eine quadratische Involution, deren Doppelelemente als Ver- 
bindungslinien jener Berührungspunkte nothwendig die Bilder 
der drei Paare von Gegenkanten gi^gt des Tetraeders sind, und 
man bemerkt, dass nur ein einziges dieser Paare g^, g^y dies 
aber stets reell ist. Andrerseits sind die Doppelelemente der 
drei Involutionen an Sl' die Verbindungslinien der Berührungs- 
punkte der Tangenten aus den Fy also die Spuren der pro- 
jicirenden Tangentialebenen der sich selbst entsprechenden 
Flächen F^*\ Weil zwei Punkte F je vier reelle Tangenten 
besitzen, so sind zwei Paare dieser Doppelelemente nach den 
Punktepaaren M und N reell; von den sechs Flächen F^*^ sind 
daher vier hyperbolisch, zwei mit den Spuren Fi und F2 , 
und zwei nicht reell. 

Für jede Vierergruppe kommen bei zwei Flächen die 
Regeischaaren mit reellen, bei zweien diejenigen mit nicht 
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reellen Tangenten zur Verwendung; die Spuren 4 sind die 
Doppelelemente der Regelschaar mit nicht reellen Tangenten 
und die Bilder der drei Paare von Linien g, von denen also 
zwei reell und somit auch reell schneidend, und eines nicht 
reell ist. Die andern zusammengehörenden Regeischaaren 
zeigen ein analoges Verhalten; bei den Hyperboloiden mit 
reellen Tangenten treten jetzt die Regeischaaren mit nicht 
reellen auf, und umgekehrt. Die Bilder dieser Regeischaaren 
sind die Büschel an den Punkten T, und speciell sind die drei 
Involutionen am Tangentialpunkte von S^^ die Bilder der Regel- 
schaareninvolutionen, welche die Gentrumstangente enthalten. 
Sie sind bestimmt als die drei Combinationen der vier Tan- 
genten nach den F, zwei dieser Involutionen haben reelle 
Doppelelemente — nur das eine Paar ist reell schneidend — 
als Bilder der drei Paare von Linien g der andern Schaar. 

Jedesmal setzen sich zwei Paare solcher zu einem ge- 
schlossenen Vierseit zusammen, in der Projection auf Taf. II 
das reell schneidende nach den Punkten N durch Sp^ mit dem 
reellen, aber nicht reell schneidenden aus T zu einem Vier- 
seit ^JS^'JB', mit ^1,^2 als Diagonalenpaar. Dem andern reellen 
Paare am Punkte S? entspricht das nicht reelle an T und um- 
gekehrt; also zwei Vierseite mit zwei reellen Seiten und vier 
nicht reellen Schnittpunkten auf imaginären Linienpaaren gl, Qk 
durch die entsprechenden Punkte F, Von den zwölf Linien g 
jedes Hyperboloides sind acht reell, mit drei rollen Quadrupeln 
auf der Raumcurve, welche die Berührungspunkte der drei mit 
ihm zu combinirenden Flächen sind, und von welchen zwei 
oder eines auftreten, je nachdem die Zuordnung auf dem ersten 
Hyperboloid innerhalb der Schaar mit nicht reellen, oder mit 
reellen Tangenten begonnen wird. 

Von den vier Seiten jedes Vierseits aus Linien g schneiden 
je nur zwei die Curve reell, so dass von jeder achtpunktigen 
Gruppe nur ein Quadrupel reell erscheint, mit zwei Punkten 
des einen und zwei Punkten des andern Astes; die Tangenten 
in ihnen bestimmen die eine, die Verbindungslinien die drei 
andern Flächen einer Vierergruppe. Die Regelflächen 2?*^ der 
Linien g sind also alle drei reell, aber jede mit nur einem 
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reellen Mantel und nur die eine mit einem reellen Paare von 
Doppelgeraden auf diesen. 

Die beiden verschiedenen Raumcurven B^^ sind durch ihr 
gemeinsames Bild eindeutig punktweise auf einander bezogen, 
und die für die Projection einer Durchdringung mit vier reellen 
Kegeln abgeleiteten Beziehungen, insbesondere die sämmtlichen 
Steiner'schen Involutionen gehen somit ohne Weiteres 
auf die neue Durchdringung mit vier imaginären Kegeln über. 
Alle Bealitätsverhältnisse bleiben somit im Bilde beider Durch- 
dringungen dieselben; sie führen aber mit verschiedenen Lagen 
des Durchstosspunktes St der Gentrumstangente auf dem un- 
endlichen Aste oder auf dem Oval zu verschiedenen Auffas- 
sungen und Auslegungen der Baumverhältnisse, so dass der 
eine Fall durch den andern mit erledigt wird und wir uns 
damit begnügen können, diese Uebertragung für denjenigen 
der Yiererinvolution ausgeführt zu haben. 

11. Zwischen beiden Fällen einer Durchdringung mit vier 
reellen und nicht reellen Kegelflächen steht derjenige der Ein- 
dringung mit zwei reellen und zwei nicht reellen Kegeln. 
Seien Taf. III Fig. 1 M^^Lj^ und M2L2 die beiden reellen Kegel 
mit dem Durchstosspunkte 8^2 der Geraden M^M2 oder g^ als 
Bichtung der Normale zur Centrale c beider Spurkreise, so 
entsteht als Bild der Eindringung eine eintheilige, circu- 
lare Curve dritter Ordnung, wenn die Tangentenpaare der 
Spurkreise aus 8^2 sich trennen (D. 6. Bd. II- p. 156 ff.). Die 
Centrale c ist dann die in der Bildebene liegende Gegenkante g^ 
und die auf ihr gelegenen Kegelspitzen M^ und M^^ sind die 
Doppelelemente der elliptischen Involution AÄ\ BB' ihrer 
Schnittpunktepaare mit Z/^ und Lg. Auch diese im Sinne mög- 
lichster Vereinfachung angelegte Disposition enthält keinerlei 
sp'ecialisirende Bestimmungen bezüglich der folgenden, für jede 
eintheilige Curve dritter Ordnung gültigen Betrachtungen. 

Jedes Paar der elliptischen Ebeneninvolution an einer der 
beiden reellen Tetraederkanten trifft die JR4 in vier reellen 
Punkten der einen und vier nicht reellen der andern Ebene, 
so dass wieder von jeder achtpunktigen Gruppe nur vier reell 
sind, jedoch nicht so, dass sie ein Quadrupel bilden. Jede 






30 A. Involutionen des Sw-Schlusses für n = 2*. III. 

Gruppe von P.-Punkten für den Vierschlnss besteht jetzt aus 
einem reellen und einem nicht reellen Paare; die Gruppe der 
vier Punkte M im Bilde speciell aus dem Schnittpunkte der 
Gegenkanten ^15^2, und dem Punkte S^t als dem reellen Paare. 
Dieses bestimmt die Spurkreise S und S^ der beiden reellen 
zur Gruppe gehörenden Hyperboloide, und ihre Tangenten auf 
dem Kreise S"^ den einen, ihre Verbindungslinie auf dem Kreise 
S den zweiten reellen Punkt F ihrer Gruppe. Dabei ist es leicht, 
aus der Disposition zu erkennen, dass die Pole P der Involutionen 
an beiden Punkten F im Punkte S^^ liegen, und für beide Invo- 
lutionen die Doppelstrahlen somit nach den Schnittpunkten der 
Spurkreise S und 8^ resp. mit der Centrale derselben gehen ^ 
so dass aus jedem Punkte der Curve zwei reelle und 
zwei nicht reelle Tangenten an diese möglich sind. 

Wieder sind die Involutionen am Punkte S] bestimmt durch 
die Tangenten nach den Punkten Jfi', aber nur die Combination 
der beiden reellen und nicht reellen zu je einem Paare ergiebt 
eine reelle Involution, mit S^^ als Pol und mit den Geraden aus 
S] nach den Schnittpunkten des Kreises S^ mit der Centrale, als 
den einzig reellen Spuren sj^^^ der projicirenden Tangentialebenen 
an zwei Flächen V^^K Von den sich selbst entsprechenden 
Flächen sind also zwei reell, die eine hyperbolisch, die andere 
elliptisch; die eixie mit einem reellen Paare von Punkten Fr,^^\ den 
Diagonalpunkten des Bildvierecks der reellen Scheitel der Curve; 
die andere mit einem nicht reellen solchen, in üebereinstimmung 
mit der Anschauung des einzigen reellen Paares von Linien g 
des Hyperboloids -ff', welches die Tangente im Centrum trifft. 
Von den Regelflächen JB^*^ ist nur die eine reell, mit zwei reellen 
Mänteln und Doppelgeraden. 

Ganz nach Analogie mit dem Falle der zweitheiligen 
Curve gestaltet sich der Aufbau aller Involutionen für 
eine Zahl n gleich einer Potenz von 2 aus derjenigen des 
Vierschlusses. Nach den an dieser bemerkten Bealitätsver- 
hältnissen können wir sagen, dass die Zahl der reellen 
Punkte jeder Gruppe halb so gross ist, wie in der ent- 
sprechenden Gruppe auf der zweitheiligen Curve; was ebenso 
von den sich selbst entsprechenden Flächen F^^"^ gilt; von 
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den reellen derselben ist die eine Hälfte hyperbolisch, die 
andere elliptisch. 

12. Sind Taf. III Fig. 2 beide Kegelflächen M^Lj^ und 
M2L2 in Berührung, für einen Punkt M^, so ist dieser als 
Schnittpunkt der in der gemeinsamen Tangentialebene gelege- 
nen Erzeugenden ein Doppelpunkt der Curve B^ und be- 
stimmt im Bilde die Spur L^ des uneigentlich doppeltproji- 
cirenden Kegels, dessen Spitze er ist. Das Bild der Raumcurve 
ist demnach eine rationale Curve dritter Ordnung, circular 
und mit eigentlichem Knoten oder isolirtem Doppelpunkte, je 
nachdem die gemeinsame Tangentialebene der beiden Kegel dem 
dritten aus M^ in reellen oder nicht reellen Erzeugenden be- 
gegnet (D.G. Bd. 11 p. 119). Liegt der Durchstosspunkt /S^a ^^f 
der gemeinsamen Tangente von L^ und L^ unendlich fern, und 
ist Ml ein Punkt der zweiten Tangente aus 8^2 an L2, so liegt 
im Baume das Centrum in der Polarebene Pg, deren Spur die 
Polare von Si^ bezüglich Lg ist, und welche gleichzeitig das 
Bild der Gegenkante g2 durch M^' darstellt. Die Ebenenin- 
volution an der Kante Jf^ilfg ist parabolisch, und eine acht- 
punktige Gruppe besteht immer aus dem Doppelpunkte, seinen 
beiden unendlich benachbarten, und aus vier Punkten einer 
beliebigen Ebene durch M^ilfg ™^* einer Spur h durch Sjg. 
Diese letztern werden verbunden durch ein Paar von Linien gj 
den Erzeugenden der einzigen Regelfläche R^^\ welche übrig 
bleibt, mit zwei reellen Mänteln, zwei Doppelgeraden und 
einem dreifachen Punkte in Jfg. 

Jene vier Punkte sind zwei Paare F und F' von P.- 
Punkten für den Vierschluss, deren Tangenten räumlich das 
eine, und deren Verbindungslinien g das andere Hyperboloid 
einer Gruppe bestimmen. Jedesmal ist der Kegel aus M^ als 
ein Paar von Flächen für jede dieser Gruppen aufzufassen: 
die Involution des Vierschlusses ist also quadratisch. 

Aus jedem Punkte F gehen zwei Tangenten an die C^] die 
Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte N bestimmt den an- 
dern Punkt F des Paares und ist das eine Doppelelement der 
quadratischen Strahleninvolution an diesem, dessen anderes 
stets nach dem Doppelpunkte M^' geht, welcher auch das 
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Paar der Doppelpunkte der Involution auf der Curve 
selbst darstellt, welche in diesem Falle auftreten. 

Für die Involution am Punkte St folgt, dass der Strahl 
nach jJfj' das eine Doppelelement 4*^ vorstellt, während das 
andere nach dem zweiten Schnittpunkte der Polare von S^^ 
beziehentlich des Kreises S^ geht. Der Kegel M^L^ stellt dem- 
nach nicht nur zwei Regelflächen BS^\ sondern auch eine sich 
selbst entsprechende Fläche F^*^ dar; die andere Fläche F^^^ ist 
elliptisch, wie in Fig. 2, oder hyperbolisch, je nachdem der 
Doppelpunkt ein eigentlicher Knoten oder ein isolirter Punkt 
ist. Im ersten Falle sind zwei, im andern vier Scheitel 8i 
der B^ reell, welche durch ihre Verbindungsgeraden ein ge- 
geschlossenes Vierseit der Fläche F^^^ geben ^). 

Nach der Ableitung aller folgenden F.-Punktegruppen mit 
der Methode des fortgesetzten Tangentenziehens geht die Ord- 
nung jeder Involution durch Multiplication mit 2 aus der- 
jenigen der vorhergehenden hervor, so dass die allgemeine 
Involution für 2n = 2-2* von der Ordnung 2* ist. 

Durch die Tangentialebene der Kante M^M^, welche nicht 
durch Jfg geht, werden aus jeder Fläche F^^*"^ zwei Flächen F(*"*> 
abgeleitet. Die Anzahl der sich selbst entsprechenden Flächen 
mit geschlossenen Polygonen von 2 . 2* Seiten ist somit 2*~^, 
dazu treten die Doppelelemente aller Involutionen niedrigerer 
Ordnung, sowie jedesmal der als Paar zählende Kegel M^Tj^ 
hinzu. Ausgehend von der Art der Fläche 'V^^\ sind die 
Realitätsverhältnisse für die Curve mit Knoten wie mit isolirtem 
Doppelpunkte für alle sich selbst entsprechenden Flächen leicht 
^ festzustellen; für den Fall der Disposition in Fig. 2 kann 
keine dieser Flächen hyperbolisch sein. 
{| Hat die Raumcurve B^ einen Rückkehrpunkt, so geht 

von jedem Punkte ihres Curvenbildes nach eine einzige Tan- 
gente an dieses; von einer Involution kann also jetzt nicht 
mehr die Rede sein. 

I - 
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1) Da die Raumcurve B^ vom Schnittpunkte der Tetraederkante 
durch M^ mit der Fläche F^^^ als Curve vierter Ordnung mit drei dop- 
pelten In flexi onsknoten projicirt wird, so folgt daraus, dass wenn alle 
drei derselben reell sind, nothwendig einer ein isolirter Doppelpunkt ist. 
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13. a) Haben im Weitem Taf. IV, Fig. 1 beide Kegel 
die Erzeugende M^M^ oder l mit einander gemein, so be- 
steht die Durchdringung nebst dieser Geraden noch aus einer 
Raumcurve dritterOrdnungBg. Die Tangentialebenen längs 
l an beide Kegelflächen sind die beiden eigentlichen Tetraeder- 
ebenen; die Punkte M^M^ auf l die- beiden eigentlichen Ecken; 
die Gerade l selbst stellt die Vereinigung sämmtlicher sechs zu- 
sammenfallenden Kanten dar; Punkt- und Ebeneinvolution an ihr 
für das zweite Paar von Ecken und Ebenen sind unbestimmt (D. G. 
Bd. II. p. 156). Da die Gerade l selbst als Theil der JR^ auftritt, so 
ist zu erwarten, dass die auf ihr liegenden Paare der Involution 
der Doppelpunkte M^ und M^ bereits für das Problem des Vier- 
schlusses die Bedeutung von F.-Punktepaaren haben werden. 

Das Bild der JBg erscheint nach der Disposition der Fig. 1 
als Kreis K' und irgend ein Paar der Ebeneninvolution an l 
von den Spuren \ und h^ bestimmt auf K' zwei Punkte N, 
deren Tangenten sich noth wendig auf V begegnen müssen, 
und deren Verbindungslinie daher stets durch den Schnitt- 
punkt 8 der Kreistangenten in Mi und Mi geht. Jede Fläche 
des Büschels besitzt demnach zwei Tangenten mit einer Ver- 
bindungslinie ihrer Berührungspunkte, die Erzeugende des- 
jenigen Hyperboloids jR^^^ durch die Raumcurve dritter Ord- 
nung ist, das durch die Tangenten derselben in M^ und M^ 
bestimmt ist, und welche mit ihr zur selben Schaar gehören. 
Der Schnittpunkt der Tangenten in den N und ihre Verbindungs- 
linie bestimmen auf V ein Paar der schon bekannten Invo- 
lution der Doppelpunkte M^ und M^y und das Curvenbild 
entspringt aus der projectivischen Zuordnung der Polarinvo- 
lutionen für K' an diesen, also mit einem Doppelelemente als 
gemeinschaftlich entsprechend. 

Die Involution des Vierschlusses besteht also so- 
wohl auf der Geraden l als auf der Raumcurve iJg aus 
einer quadratischen Involution; mit den gemeinsamen 
Punkten M^ und M^ beider Träger als den Doppelele- 
menten. 

Die Verbindung irgend eines Paares von Punkten F der 
Involution auf l mit einem Paare N derjenigen auf der Raum- 

Di stell, Schliessungspiobleme. 3 
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curve Rg liefert ein geschlossenes Vierseit auf zwei Flächen, 
und zwar für die projectiviache Zuordnung derjenigen Schaaren, 
welche Punkte der Geraden mit Punkten der Raumcurve ver- 
binden; die Verbindung ii^end zweier Paare der TJj giebt da- 
gegen ein Vieraeit auf zwei Flächen für diejenigen ihrer 
Scbaaren, zu denen l selbst gehört, also mit zwei reellen 
Tangenten und mit l als Doppelelement, das in beiden In- 
volutionen sich selbst entspricht. Weil für jede Flächen- 
grnppe jedes Mal beide Schaaren derselben Art in projec- 
tivischer Verbindung stehen, so kann es keine eigentlichen 
Vierschlu SS flächen F'** geben. 

In der That kann im Bilde nur für einen Strahl nach 
Ml oder M^' ein Paar von F.-Punkten mit S°, in einer ge- 
raden Linie liegen, so dass wirklieh die beiden Kegelfiächen 
als die einzigen Flächen F<" anzusehen sind. Das Hyper- 
boloid Hf^ mit der Spur Ä" durch die Durchstosspunkte S 
der Tangenten in M^ und M^ und der Verbindungsgeraden 
des Punktepaares N, repräsentirt dabei die einzige auf die 
zweite Ordnung reducirte Segelfläche ü'^' des allgemeinen Falles. 

Die Berührungspunkte Jf, der Tangenten aus dem zweiten 
F.-Puntte F haben eine Verbindungslinie durch den ersten; 
zwei Punkte J/" und Ni sind F.rPunkte für den Achtschluss; 
ihre Verbindungslinien schneiden sich paarweise auf l' in zwei 
neuen Punkten Fj , welche mit den Punkten F ein vier- 
punktiges Element der Involution vierter Ordnung bilden. 
Jene geschlossenen Vieraeite aus Linien NN^ sind Bilder von 
Erzeugenden einer Eegelfläehe JE'*' von der Ordnung vier, mit 
der Raumcurve R^ als Doppelcurve und umhüllen einen Kegel- 
schnitt, welcher mit dem Kreise K' in doppelter Berührung 
ist für V als Berührungssehne. Die Di^onalen aller Vierseite 
erfüllen die Polareninvolution am Pole L von l bezüglich des 
Kreises, und die Schnittpunkte von K' mit V sind die einzigen 
Doppelelemente beider Punktinvolutionen vierter Ordnung. Ihre 
Verbindungsgeraden mit S' stellen somit die Spuren s„'*' der 
in ein Paar vereinigten projicirenden Tangentialebenen an die 
im eigentlichen Flächen F'^' vor, die durch die beiden Kegel 
aus M, und M« vertreten werden. 
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Man gelangt auch hier durch Fortsetzung des Verfahrens 
zu den Involutionen für den allgemeinen Fall von der Ord- 
nung 2*, mit Sehnengruppe ihrer Elemente, welche 2*^^ 
Kegelschnitte, sämmtlich in doppelter Berührung mit dem 
Kreise K' für V als Berührungssehne, umhüllen. Sie sind 
ihrer Entstehung nach specielle Projectivitaten in der Form 
Möbius'scher Involutionen^), mit dem Paare von 
Schnittpunkten zwischen K' und V als dem einzigen 
Paare ihrer Doppelelemente, so dass die Flächen F^^"^ 
also durch das Paar der Kegelflächen vertreten werden. 

13. b) Aus der doppelten Berührung der beiden Kegel- 
flächen M^L^ und M2L2 entspringt eine weitere Degene- 
rationsform, eine R^ mit zwei Doppelpunkten, oder ein 
Paar von Kegelschnitten. 

Auf Taf. IV Fig. 2 ist diese doppelte Berührung dadurch her- 
gestellt, dass beide Leitcurven L^ und L^ am Punkte 8^2 der Ge- 
raden M1M2 dieselbe Polarinvolution (Rechtwinkelinvolution) 
besitzen. Die beiden gemeinsamen Tangentialebenen sind nicht 
reell, die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte der Durch- 
dringung also ebenfalls imaginär. D.as Tetraeder hat zwei 
Ecken in Mi und M^ mit zwei Gegenebenen, welche sich in 
der Schnittlinie beider Durchdringungsebenen begegnen. Auf 
dieser sind die gemeinsamen Schnittpunkte die Doppelpunkte 
oder I^gelspitzen Jfj Jlf^; ihre Gegenebenen enthalten sie also 
resp. Irgend ein Paar der Ebeneninvolution an Jfi-lfg, welche 
identisch ist mit der gemeinsamen Polarinvolution der zu- 
gehörigen Kegelflächen, bestimmt eine achtpunktige Gruppe, 
von deren Punkten sich vier auf den Kegelschnitt K' und 
vier auf das Bild p' des andern Kegelschnittes projiciren (D. G. 
Bd. II. p. 162 f.). Sie theilen sich in zwei Gruppen N und 
N\ deren Tangenten für diejenigen auf K' sich paarweise in 
Punkten F auf p' schneiden. 

Die Verbindungslinien zweier Punktet und zweier Punktet' 
gehen dabei stets durch ein festes Punktepaar jP^^*) auf ÜT', in einer 
Geraden nach dem unendlich fernen Punkt S? von p\ der Spur 
der durch das Centrum gehenden Tangentialebene der Fläche F^^^; 

1) Möbius: Leipziger Berichte Bd. VII. pag. 123 f. 
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i- welche mit dem Paare der Durchdringungsebenen die Doppel- 

elemente der quadratischen Viererinvolution bildet. 

Die Anschauung zeigt, dass sich im Bilde genau der vor- 
hergehende Fall wiederholt, nur dass jetzt der Punkt /Sf 
auf der Geraden p' liegt, und daher für die quadratische 
Involutiop bereits eine eigentliche Fläche F^*^ aufgetreten ist. 
Die Kegelschnitte der Sehnengruppen führen in diesem Falle 
durch ihre Tangentenpaare aus 5f zu den Spuren der pro- 
I jicirenden Tangentialebenen an wirkliche 2w-Schlussfläcben, 

deren Anzahl also 2*"^ ist. 

Das Ebenenpaar der Durchdringung umfasst auch die 
Vorstellung der Regelflächen iJ^^^ und E^^^ des allgemeinen 
Falles; auf die Modification der Resultate desselben für noch 
speciellere Formen des Zerfallens soll nicht mehr eingegangen 
[ werden; nach dem Vorausgegangenen sind dieselben leicht 

i allgemein zu übersehen. 

r 14. Aus der Betrachtung der Realitätsyerhältnisse 

bezüglich der sich selbst entsprechenden Flächen F^*^ des Vier- 
j Schlusses gewinnen wir eine einfache üebersicht der Erzeug- 

I nisse, welche aus der projectivischen Verbindung der quadra- 

tischen Involutionen beider Regeischaaren einer Fläche zweiten 
Grades hervorgehen können. Durch die Natur der Zuordnung 
; ist bereits festgesetzt, dass einem reellen Doppelelement der 

einen Involution ein reelles oder imaginäres Paar der «andern 

entsprechen kann, dass dagegen einem nicht reellen Doppel- 

f dement stets ein nicht reelles Paar der andern Involution 

entsprechen muss. Ist: 
1) die Fläche hyperbolisch, so entsteht 

a) Eine zweitheilige Raumcurve R^ mit vier reellen doppelt- 
projicirenden Kegeln, wenn beide Involutionen hyper- 
bolisch sind, mit jedesmal reellem entsprechendem Paar 
der andern Involution; oder wenn beide Involutionen 
elliptisch sind. 
b) Eine zweitheilige Curve B^ mit vier nicht reellen Kegeln, 
wenn die eine Involution hyperbolisch ist, mit reellem 
^ entsprechendem Paar in der andern elliptischen Invo- 

lution. 
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c) Eine eintheilige Curve R^ mit zwei reellen Kegeln, wenn 
beide Involutionen liyperbolisch sind, mit je einem 
reellen und einem nicht reellen entsprechenden Paare 
der andern Involution. 

d) Die unicursale Baumcurve R^ mit isolirtem Doppelpunkt, 
wenn beide Involutionen hyperbolisch sind, mit je einem 
Doppelelement in beiden als entsprechend und mit reellen 
entsprechenden Paaren bezüglich der andern Doppelele- 
mente. 

e) Eine Baumcurve dritter Ordnung in Verbindung mit 
einer reell oder nicht reell schneidenden Bisecante, aus 
einer parabolischen Involution, mit reellem oder nicht 
reellem entsprechendem Paar ihrer vereinigten Doppel- 
elemente in der andern Involution. 

f) Ein Paar von Kegelschnitten mit reellen Schnittpunkten 
und zwei nicht reellen Kegeln, wenn in beiden hyper- 
bolischen Involutionen die Doppelelemente sich ent- 
sprechen; und mit nicht reellen Schnittpunkten und 
zwei reellen Kegeln, wenn beide Involutionen sich ent- 
sprechende nicht reelle Doppelelemente haben. 

g) Ein Kegelschnitt und ein Linienpaar, wenn beide In- 
volutionen parabolisch sind, Ist 

2) die Fläche elliptisch, so entstehen durch projectivische Ver- 
bindung der Involutionen ihrer nicht reellen Begelschaaren 
die Fälle (a) und (c), dazu 

h) Eine ^unicursale Raumcurve Ü4 mit eigentlichem Doppel- 
punkt bei einem entsprechenden Doppelelement in beiden 
Involutionen, 
i) Ein Paar von Kegelschnitten mit reellen Schnittpunkten 
und zwei reellen Kegelflächen bei beiden Doppelelementen 
als entsprechend. 
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B. Die Steiner'scAen Involationen von Fandamentalpankteii 
des än-Schlusses fiir ti. = 3*» undn = 2*.3*^ 

Die Einfachheit in der Behandlung der Steiner'schen Po- 
lygone für alle Fälle, wo n gleich einer Potenz von 2 ist, hat ihren 
Grund darin, dass unmittelbar mit der Construction der Durch- 
dringungscurve alle Gruppen von Punkten auf ihr gegeben 
sind, welche in der Projection P.-Punkte für den Vierschluss 
I sein können, und in der einfachen Art der Ableitung von In- 

I volutionsgruppen höherer Ordnung aus diesen. Die Seiten jedes 

; Polygons auf einer sich selbst entsprechenden oder Doppel- 

fläche sind Verbindungsgerade zwischen Punkten zweier Gruppen 
[ P und P' der zugehörigen Punktinvolution der Curve, und 

i' wenn wir die Construction derselben für den Vierschluss auch 

ohne die Kenntniss der Flächen V^^^ ebenso einfach durch- 
1 führen konnten, so hängt dies an der Bedeutung des Qua- 

l drupels für die Involution und für die Raumcurve. In der 

Folge haben wir uns zunächst mit dem Steiner'schen Sechs- 
[ schluss zu beschäftigen, und da die Doppelflächen ein ana- 

loges Verhalten ihren Involutionen gegenüber zeigen, welches 
l gestattet, diese besonders einfach zu übersehen: so wird es 

r im Sinnfe constructiver Vereinfachung liegen, gleich anfangs 

f das Augenmerk auf die sich selbst entsprechenden Flächen 

|: p^(6) ZU richten, die aus ihren Involutionseigenschaften gegen- 

über dem Poltetraeder leicht erkannt werden müssen. 

•' IV. Construction der Flächen F^^^ und ihre Bedeutung für 

das Problem. 

15. Wir führen die Betrachtung an der Durchdringungs- 
curve mit vier reellen Kegeln weiter. Fassen wir, wie zu 

i Anfang des vorigen Abschnittes, ein degenerirtes unter den 

: St ein er 'sehen Sechsseiten in's Auge, so besteht dieses aus 

zwei Doppelseiten Ä^A^ und Ä^A^j die sich in einem Punkte 
der JB^ schneiden, und aus zwei Tangenten t^ und t^y welciie 

[ dasselbe schliessen, und mit jenen Seiten paarweise auf der- 

selben Fläche liegen. Projiciren wir das Dreieck A^ A^ A.^ aus 

\ dem Mittelpunkte Mi eines Kegels zum zweiten Male nach 

l. 
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Punkten -4/, A2, A^ der Curve, so schneidet die neue Tangente 
t^ die Seite Ä^A^, also sind A^ A^ und A<^ A^ Erzeugende 
einer Fläche des Büschels; aus analogen Gründen A^ A^ und 
-4/^3 Erzeugende derselben Fläche. Zieht -man jetzt noch 
A^ A^ und A^ A^, so haben wir ein ' geschlossenes Sechsseit 
von Erzeugenden einer einzigen Fläche, woraus sofort folgt, 
dass auch die Tangente der dritten Ecke A^ mit A^A^ einer 
Fläche angehört, so dass die drei Seiten des Dreiecks A^A^A^ 
sich untereinander analog verhalten. 

Wir wollen von drei solchen Punkten Ai sagen, dass sie 
ein Dreieck bilden, oder Dreieckspunkte sind. Ihre Ebene 
begegnet der ßaumcurve in einem weitern Punkte 8, welcher 
oflFenbar der gemeinsame Schnittpunkt der drei Schmiegungs- 
ebenen der Curve in den Punkten Ai ist. Wenn somit die 
Schmiegungsebenen in zwei Punkten der R^ sich auf 
dieser begegnen, so geht die Schmiegungsebene im 
letzten Schnittpunkte der Ebene dieser drei eben- 
falls durch diesen Punkt. Die Verbindungsgeraden des 
Punktes S mit den drei Punkten Ai bestimmen drei Flächen, 
welche paarweise so combinirt werden können, dass sie vier 
Mal ein degenerirtes Stein er'sches Sechsseit liefern. Die Con- 
struction dieser Dreiecke hängt mit der Construction der 
Sechsschlussflächen V^^^ aufs Engste zusammen, und wir wen- 
den uns daher direct zur Bestimmung dieser Flächen. 

Auf jeder derselben sind die Regeischaaren in projec- 
tivische Involutionen dritter Ordnung geordnet, welche nebst 
der JS4 noch einen Kegelschnitt erzeugen, der nothwendig ihr 
Schnitt mit einer Tetraederebene P,- sein muss. Betrachten 
wir insbesondere eines derjenigen Polygone, welche einen 
Scheitel der B^ zur Ecke haben, so muss noch ein zweiter 
Scheitel der Curve Ecke sein, und das mittlere Seitenpaar 
aus Linien g bestehen; oder das Polygon ist ein degenerirtes, 
der zweite Scheitel fällt mit dem ersten zusammen, und das 
Polygon schliesst sich mit zwei Tangenten der Fläche. 

So oft also die achtpunktige Gruppe, welche von den 
Tangentialebenen in einem Scheitel an die Flächen einer 
Vierergruppe auf der Curve bestimmt wird, mit einer der 
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vier Gruppen von acht Berührungspunkten identisch ist, haben 
wir eine Gruppe von vier Sechsschlussflächeu, und wir bemerken 
bereits, dass diese als Yierergruppen auftreten werden. 
Das Entsprechen zwischen den achtpunktigen Gruppen aui 
der B4 ist ein ein-vierdeutiges, und da für die Gruppen der 
vier Kegelflächen das Zusammenfallen entsprechender Gruppen 
evident ist, so haben wir sechszehn Flächen F'*' in vier 
Gruppen zu vier zu erwarten. 

Wir erweisen dies näher durch Construction und benutzen 
dazu die Disposition der Taf. V für den Fall des Centrums 
in einem Scheitel iS,, oder bei bekanntem Wendepunkt M^ 
oder (7, der Curve im Bilde. Da es sich um Ebenenbüscbel 
handelt mit der Tangeute im Scheitel S^ als Axe, so ersetzen 
wir diese durch ihre Spuren büsthel, und weil im Weitern 
die Behandlung mit dem Spurkreise L^ günstiger ist, als die- 
jenige mit dem Kreise L^, so verlegen wir die Construction 
an einen der vier andern reellen Scheitel S^, deren Tangenten 
Erzeugende des Kegels -M^i^i sind. 

Offenbar genügt es, von den vier Ebenen nach einer 
achtpunktigen Gruppe jeweilen nur eine zu betrachten, und 
von den vier Flächen einer Gruppe nur diejenige, die durch 
sie als Tangentialebene bestimmt ist. An diese gehen dann 
aus den drei Kanten dea Tetraeders durch M^ drei Paare von 
Tangentialebenen; durchläuft die Ebene das Büschel um die 
Scheiteltangente, so beschreiben diese Paare die Involutionen 
an den Tetraederkanten, diese und jene in projectivischer Zu- 
ordnung. Wir haben somit am Durchatosspunkte S auf Xj, 
wo die Tangente in Sj der Bildebene begegnet, ein Büschel 
von Spuren; um die Durchstosspunbte S^^JS^B,S^^ aber je eine 
dazu projectivische Strahleninvolution. 

Die Zuordnung wird bestimmt durch die Tangentialebenen 
an drei Flächen, etwa der drei Kegel Aas M^, Mg und M^; wählen 
wir dazu die Involution am Punkte (S^, so ist der Strahl iS^u 
dem BUschel und der Involution gemeinsam und entsprechend; 
das Erzeugniss somit ein Kegelschnitt K* mit der zweiten 
Tangente aus Si^ an L^ als Tangente in diesem Punkte. Er 
geht durch die beiden andern Träger 8,^ und 5„ der Involu- 
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tionen mit Tangenten in ihnen nach dem Punkte S, da diese 
Strahlen im Büschel den Doppelelementen in der Involution 
entsprechen. Der Kegelschnitt K* ist durch diese drei Punkte 
nebst Tangenten vollständig bestimmt ^ und steht mit dem 
Spurkreise L^ in der Beziehung, dass jeder der beiden Kegel- 
schnitte unendlich viele Tripel harmonischer Pole des andern 
enthält. Daraus, und weil der Tangente im Punkte S selbst 
ein nicht reelles Paar der Involution entspricht, folgt, dass 
der Kegelschnitt K* den Kreis Z^ in nur zwei reellen Punkten 
Ui und U2 treffen kann. 

Man bemerkt, dass ebenso durch die zweiten Tangenten 
in den Punkten 8^2, Ä^g, 8^4^ noch drei weitere Kegelschnitte 
K* entstehen, entsprechend den Combinationen der Involution 
an S12 niit den Büscheln an den Durchstosspunkten S der 
Tangenten in den drei weitern Scheiteln S2 der iJ^; sie 
können aber nur zu Schnittpunkten £/» führen, welche mit den 
schon bekannten auf Strahlen durch die Scheitel Sik liegen, 
nnd welche somit zu denselben Punktegruppen auf der Baum- 
curve führen; jeder der vier Kegelschnitte K* wird dabei für 
jede Involution in Verbindung mit einem Büschel dreimal er- 
halten. Der Punkt Ui ergiebt eine reelle achtpunktige Gruppe 
von Punkten K der B^, der Punkt C/g ^^^ nicht reelle, aber 
mit Punkten paarweise in reellen Ebenen durch den Scheitel 
82 gelegen; die beiden nicht reellen Schnittpunkte führen zu 
imaginären Punktegruppen und wir schliessen: 

Von den vier Vierergruppen der Flächen V^^^ be- 
stehen zwei aus hyperbolischen, resp. aus reellen 
elliptischen und zwei aus nicht reellen Flächen. 

Die Tangentialebenen im Gentrum an diese Flächen 
führen zu vier neuen achtpunktigen Gruppen, von denen wir 
die der reellen Gruppe 3er K entsprechende mit J bezeichnen 
wollen. Das Centrum ist ein Scheitel Äj, und weil die Geraden 
S^J und 82 K sich als Erzeugende auf V^^^ schneiden, so 
schneiden sich auch JK und 8^82, d. h. die Geraden JK 
sind Erzeugende einer Fläche V^^\ Die Paare von Qua- 
drupeln J und K stehen somit in der Beziehung, wie die 
Quadrupel M und N der frühern Betrachtung, und wir können 
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her mittelst einer der Involutionen *ß/*' zu jedem Quadrupel 
das entsprechende J bestimmen. Wählen wir als solche 
Tia. die Bbeneninvolution an der Kante M,Mi, also mit s^' 
d s^' in ihrem Spurenbüschel an S^ als dem einen, und den 
.ngenten in Mj und im Schnitt von L^ mit s''- als dem andern 
ar, oder mit Pa als Pol im Hülfskreise H, so bestimmen die 
tsprechenden zu den zwei Paaren von Strahlen nach den 
inkten t/, und U^ auf L, in dieser Involution zwei weitere 
are reeller Strahlen an 8^, welche L^ in Punkten ü* und 
* zweier neuen Vierecke schneiden, welche jetzt die Durch- 
)sspunkte 1S14, S^^, Sg^ zu Diagonal punkten haben, und nach 
flehen die Gruppen reeller Spuren der projieirenden Tan- 
ntialebenen au die beiden reellen Gruppen der F'"' gehen; 
enso könnten die Spureq s^'^' der nicht reellen Gruppen 
rch analoge Transformation der nicht reellen Schnittpunkte 
u K* und Lj bestimmt werden. 

Für jede der vier Gruppen von Flächen F<*' giebt es 
le, in welcher das Polygon mit dem Centrum als Ecke ein 
generirtes ist, mit den Tangenten in je zwei von den acht 
nkten J sich schliessend, d. h. mit Schmiegungsebenen in 
;sen Puukten durch das Centrum; also mit zwei Ecken, 
ren Bilder als Wendepunkte der C3 erscheinen. Wir be- 
chnen diese beiden für die Gruppe der acht reellen J mit J^ 
d Jg-, nach der Beziehung zwischen den J und Ä" sind die 
item im Bilde die Schnittpunkte der Strahlen zwischen den S^ 
d K, diese führen also ebenfalls zu den Punkten J^ und J^. 
Betrachten wir nun auf der durch die projicirende Ebene 
jser Punkte als Tangentialebene bestimmten Fläche F(*' ein 
lygon mit zwei Scheiteln S^ und vier Punkten K als Ecken, 
liegen diese paarweise in drei Strahlen durch die JS'cke M^, 
d die Seiten des Polygons schneiden sich paarweise in der 
!genebene P^; zu der Fläche F"'' einer Gruppe zu vier wird 
dieser Weise für alle ihre Sechsseite ein bestimmter Puukt 
und eine bestimmte Gegenebene P,- des Tetraeders zuge- 
inet, und man kann deshalb die sechszehn Flächen F'^* auch in 
zug auf ein solches Paar in Gruppen zu vier zusammenfassen. 
Die sechs noch möglichen Verbindungslinien zwischen 
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den sechs Ecken des Polygons bilden die Seiten zweier Drei- 
ecke von schon besprochener Eigenschaft, dass die Tangente 
in jeder Ecke mit der Gegenseite auf der nämlichen Fläche 
liegt. Denn durch eine beliebige Ecke 82 gehen beispiels- 
weise zwei Erzeugende von V^^ nach zwei Ecken K, die Ver- 
bindungslinie dieser Punkte liegt aber mit zwei weitern 
Punkten K und dem Punkte M^^ in einer Ebene, wird also 
noch von der Verbindungslinie der zwei andern Ecken, sagen 
wir K\ geschnitten, so dass die Tangente in 82 und K' K' 
von derselben dritten Geraden geschnitten werden, also auf 
derselben Fläche liegen, und zur gleichen Schaar gehören. * 

Genau so zeigt man jetzt, dass die Tangente in jedem Punkte 
JT' und die Gerade 82 K' dieselbe Fläche ergeben, so dass 
wir wirklich zu zwei Dreiecken K' S2K' und K82K von der 
genannten Art gelangen. 

Der Beweis bleibt unverändert bestehen für eine allge- 
meine Lage des Polygons auf der Fläche, und gilt für jede 
der drei andern Flächen. V^^^ der Vierergruppe und ihr zu- 
gehöriges Paar Mi, Pi, Wir können daher allgemein sagen: "- '] 

Jedes Polygon einer Sechsschlussfläche V^^^ setzt j 

sich aus zwei für die entsprechende Ecke M^ per- 
spectivisch liegender Dreiecke zusammen, so dass in 
der Projection die Tangente jeder Ecke sich mit der 
Gegenseite im Dreieck auf der C^ begegnet. 

16. Ist eines dieser Dreiecke bekannt, so ist es auch jedes- 
mal die entsprechende Gruppe von vier Flächen F^% und sind 
damit alle übrigen derselben Art bestimmt. Für die Gruppe der 
hyperbolischen V^^^ sind die Dreiecke alle ganz reell; für die 
Gruppe der elliptischen Flächen ist je eine Ecke und ihre 
Ebene reell; für die nicht reellen F^^^ sind sie ganz imaginär. 
Die Dreiecke derselben Art bilden durch die Gesammtheit ihrer 
Seiten je eine Regelfläche mit der Baumcurve JB4 als Doppel- 
curve, und mit doppelt umschriebenen Developpablen aus den 
Punkten Mi, welche die Umrisskegel einer Vierergruppe von 
Flächen V^^^ sind: sie sind also von der achten Ordnung 
B^^K Ist jeder der Umrisskegel, U^ z. B. für die Ecke Jtfg, 
bekannt als Spur des Tangentialkegels an jede der zur Ecke 
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3 gehörenden Flächen F'^' , so sind damit alle Dreiecke be- 
im mt. 

Für jede der vier Regelflächen it'^' bildet die Geaammtheit 
T Dreiecks ebenen, aus welchen sie entstanden, ihre dreifach 
nschriebene Developpable, und weil jede Fläche des Büschels 
ht Tangentialebenen mit jeder gemein bat, ao achliessen wir 
j als von der vierten Claase, oder je als gemeinsame De- 
loppable von vier Kegelschnitten in den Ebenen Pf. A'on 
n Flächen iJf*' ist nur diejenige aus der Gruppe der hjper- 
iliachen F'^' reell, diejenige aus der elliptischen ist imaginär, 
>hl aber mit reeller dreifach umschriebener Developpableu. 

Ausser der Ebene derjenigen Dreiecke, für welche das 
ojectionscentrum selbst die eine Ecke ist, gehen durch diese 
ch drei Tangentialebenen an jede Developpable. Sie be- 
gnen der Raumcurve in neun Punkten von zwölf Dreiecken, 
ren Ebenen sämmtlich das Centrum als vierten Schnittpunkt 
sitzen, d. h. mit neun projicirenden Schmiegungsebenen der 
lumcurve in ihren Ecken. Für das Bild der Curve folgt demnach : 

Die neun Wendepunkte der ebenen Curve dritter 
rdnuDg liegen zu dreien in zwölf Geraden h; durch 
den Wendepunkt gehen vier derselben, weil jede Ge- 
de, welche zwei solche verbindet, einen dritten Wendepunkt 
th alten muss. 

Wir haben die vier Geraden h durch den Wendepunkt 
bereits conatruirtj sie entspringen mit deijenigen, welche 
B beiden reellen Wendepunkte J^ und J^ verbindet, aus den 
3r Schnittpunkten Ui*, und wir wissen von ihnen bereits, 
,8s zwei reell, aber nur die eine reell schneidend, und zwei 
cht reell smd, somit von den Wendepunkten selbst nur drei 
eil erscheinen. Dieselben Verbültniase müssen in Bezug auf 
B beiden andern reellen Punkte J^ und tj'^ stattfinden; durch 
len derselben muss noch eine reelle Gerade h gehen, welche 
ir sofort bestimmen werden, so dass von den zwölf Gera- 
:D h vier reell und acht nicht reell sind. 

Fa&st man diejenigen Tangentialebenen, welche räumlich 
L dieselbe Developpable vierter Classe gelegt sind, in eine 
ruppe zusammen, so erhält man ihre Spuren oder die Linien h 
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in vier Systeme zu dreien geordnet. Jedes System umfasst 
alle neun Wendepunkte: das erste System enthält die drei 
reellen Wendepunkte auf der einen ^ die sechs nicht reellen 
zu dreien auf zwei nicht reellen Linien h] das zweite System 
umfasst die drei weitern reellen Geraden h mit je einem reellen 
und zwei nicht reellen Wendepunkten; die beiden andern Sy- 
steme bestehen aus je drei nicht reellen Linien h mit jeder 
Seite durch einen der reellen Wendepunkte. 

Man kann aber sofort eine zweite Zusammenfassung 
vornehmen, so geordnet, dass wieder vier Systeme entstehen, 
von denen jedes eine reelle und zwei nicht reelle Ge- 
rade h enthält, entsprechend der räumlichen Zusammen- 
fassung der Tangentialebenen an die Developpablen in Gruppen 
zu vier durch die projicirenden Kanten des einzig reellen Drei- 
ecks. Das erste System bleibt bei dieser Anordnung bestehen, 
jedes der drei andern Systeme enthält eine reelle Gerade h 
durch einen reellen und zwei nicht reelle Wendepunkte, nebst 
zwei nicht reellen Geraden durch je einen der beiden andern 
reellen und zwei nicht reelle Wendepunkte. 

Wir wissen ferner, dass die Punkte, welche die Ebenen 
eines Quadrupels noch aus der R^ schneiden, die Schnittpunkte 
der Schmiegungsebenen in jenen sind; somit bestimmen die 
neun Punkte, deren Schmiegungsebenen durch das Centrum 
gehen, neun Tetraeder ihrer Quadrupel, in welchen ihre Gegen- 
ebene projicirend ist. Die drei Punkte J^ welche im Bilde einen 
Wendepunkt zum Quadrupel ergänzen, d. h. die Berührungs- 
punkte der drei Tangenten aus einem Wendepunkte, 
liegen somit jedesmal in einer Geraden i. Man nennt sie 
die harmonische Polare, und aus der schon bemerkten Beziehung 
zwischen Pol und Harmonicalebene in Bezug auf das Tetra- 
eder der Mi lässt sich zeigen, dass sie gegenüber den Wende- 
punkten genaue Reciprocität befolgen, d. h. zwölf Mal zu dreien 
durch einen Punkt H gehen. 

Insbesondere liegen also die sechs reellen Punkte J, welche 
J2 und J3 zu einer achtpunktigen Gruppe ergänzen, zu dreien 
in zwei reellen Geraden i^ ^^^ h] för den Punkt J^ ist die Ver- 
bindungslinie der Kegelspitzen Jtfi (i = 1, 2, 3) diese Gerade i^. 
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l\i: Die beiden Punkte J^ und J3 bestimmen die Spur einer 

I ^ Fläche F^^^; sie sind somit — wenn wir der Entwickluug an 

S; dieser Stelle etwas vorgreifen — als F.-Punkte für den Stei- 

|: ner'schen Sechsschluss Träger von Strahleninvolutionen dritter 

y^ Ordnung. Nebst der C3 erzeugen diese noch einen Kegelschnitt, 

1^' der in diesem Falle in eine Gerade durch die F.-Punkte und 

1^1 die Gerade i^ zerfallen muss. Betrachten wir nun dasjenige 

^' Sechsseit aus Jg ^^^ J^, welches einen Wendepunkt als Aus- 

j/ gangsecke hat, so bestehen seine Seiten aus Linien Ä, und 

daher müssen sich zwei Gerade h stets auf einer 

« 

Linie i schneiden; die reellen h^ und A3 durch J2 und J^ 
gehen somit nach den Schnittpunkten der reellen Geraden 
\ mit ig und ig resp. Sie bilden mit \ das reelle Dreieck 
^1-42-43 des zweiten Systems in der ersten Anordnung der 
Linien h. 

Die zwölf Geraden h schneiden sich ausser den Wende- 
punkten noch in zwölf Punkten A] je vier Punkte Ä müssen auf 
einer Geraden i liegen, diese repräsentiren 56 Verbindungs- 
linien zwischen ihnen; die zwölf weitern sind die Linien h, 
welche die A paarweise enthalten; und dual für die harmoni- 
schen Polaren i und ihre Schnittpunkte H. 
\ 17. Die vorliegende Curve dritter Ordnung kann als 

, gemeinsame Hesse'sche Curve dreier Curven dritter 

Ordnung im Büschel ihrer Wendepunkte aufgefasst werden; 
dann sind die Projectionen der drei Regelflächen ü(*^ die 
Cayley'schen Curven für jene und die neun Geraden i 
ihre gemeinsamen Tangenten. Die Tangente einer Cayley- 
schen Curve ist die Verbindungslinie zweier F.-Punkte für 
den Vierschluss, oder Projection einer Linie g. Dreht man 
um diese im Räume eine Ebene, so schneidet sie aus dem 
durch g bestimmten Hyperboloid in jeder Lage eine Erzeu- 
; gende heraus, welche g im Punkte A' schneiden mag, und 

welcher mit dem Berührungspunkte A der Ebene und der R^^^ 
' jedesmal ein Paar einer Involution bestimmt. Die Doppel- 

' elemente dieser Involution auf g sind die Schnittpunkte mit 

der jB^. Der Berührungspunkt einer Tangente der Cayley- 
schen Curve ist daher der vierte harmonische zum dritten 
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Schnittpunkte mit der Cg in Bezug auf das Paar von 
F.-Punkten, die sie verbindet. 

Die Hesse'sche Curve Cg ist auch die Jacobi'sche Curve 
für das Netz der Polarkegelschnitte, welche die Punkte der 
Ebene mit einer der drei Curven dritter Ordnung bestimmen, 
und die Oayley'sche Curve die Enveloppe der degenerirten 
unter diesen. Jede Tangente der Cayley'schen Curve verbindet 
zwei entsprechende Punkte, wie die Punkte K eines Quadrupels 
der Hesse'schen Curve, und schneidet sich im ergänzenden Punkte 
mit einer zweiten Verbindungslinie zweier Punkte Ky welches 
Linienpaar als Polarkegelschnitt für einen Punkt der Hesse- 
schen Curve aufzufassen ist. Jeder der Punkte K ist Pol 
für das noch durch den andern gehende Tangentenpaar der 
Cayley^schen Curve, dem jeweiligen Paare von Doppelele- 
menten in der quadratischen Strahleninvolution des Vier- 
schlusses. Diese beiden Geradenpaare bestimmen die Grund- 
punkte 6r eines Büschels von Polarkegelschnitten, welches der 
Verbindungslinie der beiden Punkte K als Ort der Pole für 
eine der drei Curven dritter Ordnung entspricht. Dem Punkte 
eTg der Gerade g' durch das Punktepaar K in Tat V entspricht 
das dritte Linienpaar dieses Büschels; dieses geht also durch 
den entsprechenden Punkt auf der Hesse'schen Curve zum 
Punkte J^y oder ist die Tangente aus J^ an diese, und die 
harmonische Polare ig- Die Eeihe der Pole auf der Verbin- 
dungslinie der Punkte K, \ind die Involution der Schnittpunkte- 
paare der Kegelschnitte des Polarenbüschels ergeben als die 
drei gemeinsamen Elemente auf der betrachteten Geraden ihre 
Schnittpunkte mit der zugehörigen Curve dritter Ordnung. 

Speciell für die Tangenten aus dem Wendepunkt J^ an die 
Hesse'sche Curve mit dem Berührungspunkt J ist diese Tan- 
gente und die harmonische Polare i^ der Polarkegelschnitt für 
den Punkt Jg» ^^^ Punkte J gehört ferner ein Polarkegel- 
schnitt als Linienpaar durch den Wendepunkt, doppelt gelegt; 
alle Kegelschnitte des Polarenbüschels haben die Tangente nach 
J in Jg gemeinsam und alle drei Punkte der Curve dritter Ord- 
nung fallen im Wendepunkte auf dieser zusammen. Somit 
haben die drei Curven dritter Ordnung, welche zu den 
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vorliegenden drei Cayley'sehen Curven gehören, die 
Tangenten aus den Wendepunkten an ihre gemein- 
same Hesse'sche Curve zu ihren Wendetangenten. 

Die Cayley'sche Curve ist dritter Classe und sechster 
Ordnung, und aus der Construetion des Berührungspunktes 
ihrer Tangenten folgt, dass diese und die Hesse'sche Curve 
sich in den neun Berührungspunkten J selbst berühren, und 
also auch die zugehörigen Tangenten zu gemeinschaftlichen 
habenf sowie dass die neun harmonischen Polaren i die neun 
gemeinsamen Rückkehrtangenten der drei Cayley'schen Curven 
sind, mit je dem vierten harmonischen eines Punktes «7 in Bezug 
auf die beiden andern als Rückkehrpunkten. Die Punktinvo- 
lution des Vierschlusses besitzt demnach keine Doppelele- 
mente, wie das auf dem Träger vom Geschlechte Eins zu 
erwarten ist. 

Diese Betrachtungen knüpfen an eine räumliche Entwick- 
lung der Polarentheorie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung; wir werden jedoch ihre bekannten Ergebnisse hier nicht 
weiter verfolgen, sondern kehren zu den Steiner 'sehen Se- 
cantenpolygonen der JB4 zurück. 

V. Die SeohssohlusBinvclutioii. 

18. Durch die Verbindungsgeraden des Projections-Cen- 
trums mit den neun Punkten der zwölf Dreiecke, welche sich 
als die zwölf Dreiecke der Linien Jl durch die Wendepunkte 
projiciren, entstehen neun Flächen des Büschels und wir zeigen 
jetit, dass alle acht übrigen durch jede unter ihnen eindeutig 
bestimmt sind, oder dass eine solche Gruppe ein Invo- 
lutionselement bildet. Betrachten wir ein durch ein Qua- 
drupel von Punkten ABGD bestimmtes Tetraeder, so schneiden 
seine Ebenen die JR^ in Punkten AB' CD' eines zweiten 
Quadrupels. Ist D' der in der Ebene ABC gelegene Punkt, 
so liegen AB' und BC auf derselben Fläche; ihre Ebene ent- 
hält also die Tangente in A und die Punkte AB' CD' sind 
somit die Schnittpunkte der Schmiegungsebenen in ABGD^ 
wie schon bekannt. Die Tetraederebenen aller Quadrupel mit 
einer Ecke aus einer Gruppe von neun Punkten mit Schmie- 
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gungsebenen durch denselben Punkt S schneiden sich also 
zu neun in Punkten des Quadrupels S. 

Eine Flächengruppe zu neun ist dann bestimmt durch 
die Verbindungslinien eines Punktes S mit seinen neun ent- 
sprechenden, oder durch die Tangenten in diesen; weil aber 
je drei Punkte eines Dreiecks mit S in einer Ebene liegen, 
so gehören die 36 Verbindungslinien zwischen neun Punkten 
jeder Gruppe zu vieren mit der Tangente im letzten zur 
selben Schaar einer Fläche. Jede Gruppe von neun Flächen 
besteht dabei aus drei hyperbolischen, drei elliptischen und 
drei nicht reellen Flächen, welche somit ein Involutions- 
element einer Flächeninvolution neunter Ordnung im Büschel 
bilden. 

Die reellen Punkte jeder Gruppe — für welche wir die 
Betrachtung zunächst weiter führen — sind Punkte eines Drei- 
ecks, dessen Seiten den Umrisskegel aus M^ an das zur Ecke 
Jlfg gehörende Hyperboloid V^^^ bestimmen. Dieser Umriss- 
kegel ergiebt am einfachsten die jedesmal reellen drei Punkte 
jeder Gruppe, und es wird daher im Sinne einer Vereinfachung 
liegen, in der allgemeinen Disposition der Taf. VI die Spur 
ig des Kegels aus M^, sowie den Umrisskegelschnitt U^ als 
Spur jenes Kegels an V^^^ aus derselben Spitze anzunehmen, 
und im Uebrigen die Disposition entsprechend zu vervoll- 
ständigen. 

Macht man insbesondere die Spur s^* zur Centrale des 
Spurkreisbüschels, also M^ im Bilde unendlich fern, so wird 
^3 mit Lq concentrisch, hat diese Spur zur einen Axe und be- 
stimmt mit ig zusammen das Umrisssystem des Flächen- 
büschels aus M^] die Spur ij muss somit das durch S^^ 
gehende reelle Linienpaar dieses Systems berühren. Es ist 
leicht zu übersehen, dass über den Punkt üfg' so verfügt 
werden kann^ dass die Punkte der Raumcurve B^^, die den 
Ecken eines gegebenen, dem Umrisskegelschnitt C/3 umschrie- 
bTenen Dreiecks entsprechen, im Bilde zu den drei reellen 
Wendepunkten gemacht werden können. 

Wählen wir nach diesen Festsetzungen das Dreieck 123, 
welches M^' zur einen Ecke hat, oder das projicirende Dreieck, 

Di stell, Schlleasungsprobleine. 4 
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wie wir sagen können, so gelangen wir zu den Punkten N^N^N^ 
und N^'N^Nq' zweier für M^ perspectivischer Dreiecke der 
Raumcurve. Sie sind die sechs Ecken eines Polygons auf dem zu 
Jfg und fJg gehörenden Hyperboloid V^^\ für welches das Cen- 
trum selbst eine Ecke ist. Die Gerade N^N^ geht also durch 
den Punkt St des Bildes, und ist die Spur s^^^^ der projiciren- 
den Tangentialebene von F^^\ Die drei Punkte N^N^N^ sind 
Punkte eines Dreiecks, die Tangenten in ihnen und die Gegen- 
seiten begegnen sich somit in denselben Punkten der Curve, 
so dass in Taf. VI F^ der Schnittpunkt der Tangente in A\ 

mit ^2^3 ^^^ ^' s. f. 

Ergänzen wir die Punkte Ni zu einem Quadrupel, so ent- 
stehen drei neue Dreiecke N^N^N^*^ denn diese sind durch 
zweimalige Projection des ersten aus zwei Ecken Mi entstan- 
den. Die Verbindungsgeraden innerhalb der vier Gruppen von 
je neun Punkten derB.-Quadrupel liegen aber alle auf den- 
selben neun Flächen, welche durch die Tangenten bestimmt 
sind; ihre Zahl von 4 «36 vertheilt sich zu 16 auf jede Fläche, 
und daher müssen die Verbindungslinien irgend eines Punktes 
Ni mit irgend einem andern in derselben Gruppe zu neun, 
durch einten der drei Punkte Fi gehen, und nach der einge- 
führten Bezeichnung erkennen wir diese Beziehung leicht in 
der Form: Zwei Punkte JV» liegen mit einem Punkte Fi 
in einer Geraden, wenn die Indices der drei Punkte 
alle gleich oder alle verschieden sind. 

Zur Unterscheidung von den weitem Punkten F, die auf- 
treten, wollen wir die drei soeben construirten Punkte Fi mit 
Strich versehen, also in der Folge mit Fi bezeichnen. Fassen 
wir nun für die Punkte F^ und F^ als F. -Punkte, aus- 
gehend von einem Punkte N auf dem Ovale und unendlichen 
Äst resp., jedesmal den Linienzug N^N^N^ als degenerirtes 
Sechsseit auf, mit zwei einfachen Seiten, den Tangenten in 
-^1 und -^2, mit zwei Doppelseiten durch N^ und drei zu- 
sammenfallenden Eckenpaaren, so können wir die Tangente in 
N^ und die Gerade JV2^3 doppelt gelegt, ebenso die Tangente 
in ^2 ^^^ ^^^ doppeltgedachte Seite jy"^ N^ je als Gruppe 
einer Strahleninvolution dritter Ordnung an den Punkten F^ 
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und F2 ansehen; je zwei Mal für das Oval und den unend- 
lichen Ast. 

Ergänzt man dann die dem gemeinsamen Scheitelstrahl 
entsprechende Gruppe, so entspringt aus einer projectivischen 
Verbindung beider Involutionen, in der diese drei Gruppen 
sich entsprechen, eine Curve fünfter Ordnung Cg mit Doppel- 
punkten in den Scheiteln F^ und F^. Unsere C3 gebt 
durch diese und die Doppelpunkte der Cr, in den zwei Punkten 
N^y berührt sie in zwei Punkten N^ und zwei Punkten N^, 
hat also sechszehn Punkte mit ihr gemein. Die Curve dritter 
Ordnung, mit der wir uns beschäftigen, ist also ein ßestand- 
theil der Cg, als Rest bleibt ein Kegelschnitt K durch die 
vier Doppelpunkte des Gesammterzeugnisses. 

Die Strahlen je zweier entsprechender Gruppen schneiden 
sich in sechs Punkten der C3 und drei Punkten von K. Diese 
bilden je ein Dreieck, dessen Seiten durch die drei Punkte 
Fi gehen, weil der Punkt F^ sich gegenüber F^ genau 
analog verhält wie F^ ^ zufolge der Eigenschaft der Punkte 
Ni als Dreieckspunkte. Die Involution am Punkte F^ bleibt 
also dieselbe, ob man sie mit derjenigen an F^ oder F^ 
combinirt; d. h.: Jedes Sechseck, das aus einer Combination 
zweier Fl entstanden ist, kann auch aus einer der zwei 
andern entstanden gedacht werden, so dass die sechs Ecken 
jedes auftretenden Sechsecks für alle drei Punkte Fl 
perspectivisch liegen. 

Die* Punkte Fl sind also F.-Punkte für eine un- 
endliche Folge Steiner'scher Sechsseite und aus ihrer . 
Gleichbedeutung für jedes der auftretenden Sechsecke folgt, 
dass die Tangenten der C3 in den Fl und die Strahlen nach 
den beiden andern F.-Punkten je ein Element ihrer Strahlen 
Involution bilden müssen. Da nun die Tangenten in zwei 
Punkten Fl auf der C^ sich nicht schneiden dürfen, so be- 
gegnen sich die Tangente in jedem Punkte Fl und die Ver- 
bindungslinie der beiden andern in je einem Punkte Ti der 
Curve. Die Punkte Fl besitzen demnach die Eigenschaft 
von Dreieckspunkten; aus ihnen sind die T, genau so ab- 
geleitet, wie die Fl aus den Ni^ d. h. auch diese und die 

4* 
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Ni sind F.-Punkte für den Sechsschluss, entsprechend der von 
Steiner gemachten Bemerkung über *diese Punkte. 

Die drei Punkte F/ sind die reellen einer Gruppe voa 
neun; diese lassen sich aber für jeden der Punkte F/ ia 
Paare zusammenfassen, welche mit ihm eiu Dreieck von der- 
selben Beschaffenheit bilden, wie die drei reellen. Diese An- 
ordnung lässt sich von jedem der neun Punkte aus herstellen 
und wir schliessen, dass jede Combination zwischen zwei solchen 
ein Paar von F.-Punkten bildet, sowie, dass an jedem Punkte 
Fi' nur vier verschiedene Strahleninvolutionen auftreten. 

19. Es wiederholt sich demnach auch für diese Invo- 
lution im Flächenbüschel die schon bekannte doppelte Ent- 
stehungsart derselben (Art. 3); ist diese durch Verbindung 
aller Punkte der JB4 mit derjenigen Gruppe von neun Punkten 
gedacht, für welche das Centrum der Punkt S ist, so folgt 
für das Bild der Curve die Beziehung: 

Die neun Wendepunkte der Curve dritter Ord- 
nung bilden eine Gruppe von F.-Punkten für den 
Sechsschluss; ihre Verbindung mit einem beliebigen Punkte 
P der Curve liefert wieder eine Gruppe von solchen, und diese 
Gruppe durchläuft die ganze Punktinvolution neunter Ordnung, 
wenn P sich über die ganze Curve bewegt. 

Auf jeder Fläche des Büschels liegen vier verschiedene 
Involutionen ihrer Regelschaar; je zwei Gruppen der Invo- 
lution dritter Ordnung sind aber drei Paare einer der drei 
quadratischen Regelschaarinvolutionen der Fläche; wie die 
Herstellung der Involution dritter Ordnung aus denjenigen 
Gruppen, welche ein Doppelelement enthalten, ohne Weiteres 
lehrt. Die sechszehn Doppelelemente der vier verschiedenen In- 
volutionen sind nach ihrer Bedeutung als Doppelseiten degene- 
rirter Polygone Verbindungsgeraden der acht B.-Quadrupel der 
andern Flächen der Gruppe, und wir sehen somit wieder bestätigt, 
dass die neun B.-Quadrupel aus einem Quadrupel S als den ge- 
meinsamen Schnittpunkten ihrer Schmiegungsebenen entstehen. 

Die sechszehn Doppelelemente sind Seiten von Dreiecken; 
in der Projection Verbindungslinien von F.-Punkten, und um- 
hüllen als Bilder von vier Regelflächen R^^^ vier Gurven 
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sechster Classe. Aas jedem Punkte der Q gehen an jede 
vier Tangenten, welche zwei von dem betrachteten verschiedene 
F.-Punkte verbinden-, vom Punkte 8t speciell die vier schon 
bekannten Gruppen von Spuren s„(^> der projicirenden Tan- 
gentialebenen der F^^^; diese selbst sind die projicirenden 
Ebenen der sechszehn Doppelelemente für diejenigen Regel- 
schaarinvolutionen, welche die Gentrumstangente schneiden. 
In Taf. V sind zwei dieser Spuren für hyperbolische Flächen 
F(^) eingetragen. 

Infolge der Zusammensetzung der Involutionen dritter 
Ordnung bilden die vier Doppelelemente zwei Paare einer der 
drei quadratischen Involutionen am betrachteten Scheitel. Die 
vier Punkte Ni eines Quadrupels liegen demnach mit zwei 
Punkten Fi auf einem Kegelschnitt, wenn alle drei Indices 
verschieden sind. Aus den 36 Gombinationen zu zweien 
innerhalb der neun Punkte jeder Gruppe entspringen 36 
Kegelschnitte; durch jeden F.-Punkt gehen acht und durch 
jedes Quadrupel von B.-Punkten sechszehn derselben. 

VI. Die Involutionsreihen der Zahlen 2* und 8^ und ihre 

Transformation. 

20. Bis jetzt sind von den Verbindungslinien zwischen 
den neun B.-Quadrupeln einer Flächengruppe nur je die 36 
Geraden in Betracht gekommen, welche Punkte innerhalb 
jeder der vier Gruppen zu neun verbinden und welche mit 
den Tangenten in diesen zur selben Schaar gehören. Ver- 
binden wir aber jetzt die Punkte verschiedener Gruppen 
von neun untereinander, so entsteht aus jeder Combination 
eine neue Gruppe von neun Flächen-, aus je zwei solchen 
aber, welche alle vier Gruppen zusammen umfassen, je die- 
selbe Flächengruppe. Diese Verbindungslinien enthalten auch 
diejenigen zwischen den Punkten der einzelnen Quadrupel 
selbst, und die drei neu hinzutretenden Flächengruppen sind 
somit die durch die Linien g aller neun Quadrupel bestimmten. 
Wir haben somit eine geschlossene G;ruppe von 36 Flächen; 
sie bilden zugleich neun Gruppen der Viererinvolution und 
vier Gruppen der Involution neunter Ordnung. 
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In Taf. VI giebt es drei reelle Quadrupel Nt] die Ver- 
bindungslinien zweier solcher unter sich führen zu drei Grup- 
pen von je drei neuen Punkten Fi, die mit den bereits ge- 
fundenen F/ je ein Quadrupel bilden; sie sind somit die Be- 
rührungspunkte der Tangenten aus den drei reellen Punkten 
Ti, Als Durchstosspunkte der projicirenden Strahlen auf den 
drei neuen Flächengruppen bilden sie drei Dreiecke ^^i^g^s? 
deren Gegenseiten mit den Tangenten der Ecken sich somit 
in den Punkten Ti begegnen, und sie liegen mit zwei Punkten 
Ni in gerader Linie, wenn wieder alle drei Indices gleich oder 
ungleich sind. Die Figur zeigt sofort mit der Tangente in N^ 
auf dem Oval oder dem unendlichen Aste als erster Seite den 
Linienzug ^^ J72-^8^s^2-^i> ^^^ etwas hervorgehoben ist, als 
je ein degenerirtes Zwölf seit mit fünf Doppelseiten und sechs 
Doppelecken für F^ und F^ als F.-Punkten. 

Die an ihnen entstehenden Strahleninvolutionen sechster 
Ordnung mit den Gruppen, welche den' gemeinsamen Scheitel- 
strahl als entsprechenden enthalten, ergeben als Erzeugniss 
ihrer projecti vischen Verbindung eine Ourve elfter Ordnung 
mit fünffachen Punkten in F^' und F^. Die Cg berührt 
diese in den Punkten N^] geht durch ihre acht Doppelpunkte 
in ^2 und Nq und die fünffachen Scheitel, ist somit mit 34 
gemeinsamen Punkten nothwendig ein Bestandtheil von ihr. 
Aber die Tangente in JVj und die doppeltgelegte Gerade ^2-^3 
bilden nicht nur zwei Gruppen der Involution dritter Ord- 
nung, der wir schon am Punkte i^/ begegnet, sondern auch 
drei Paare einer quadratischen Involution; ebenso bilden die 
drei Strahlen durch F^ doppelt zu nehmen zwei Gruppen der 
Involution dritter Ordnung; mit ^2-^3 ^^^ einem Doppelelement 
und N1N2 als doppelt gedacht drei Paare einer quadratischen 
Involution des Vierschlusses. Diese Involution ist also 
auch hier die fundamentale; alle Doppelelemente treten in 
Paaren dieser auf, und das Erzeugniss zerfällt nebst der C^ 
in zwei Curven vierter Ordnung C^ mit Doppelpunkten in den 
Scheiteln; ihre Schnittpunkte unter sich und mit der Cg bilden 
die 24 Doppelpunkte des Gesammtgebildes. 

Durch Betrachtung der dem Scheitelstrahl entsprechenden 
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Gruppen liesse sich nun leicht beweisen, dass diejenigen Punkte, 
welche mit F{ F.-Punkt« sind för den Zwölfschluss, die Be- 
rührungspunkte der Tangenten aus den Ti sein müssen, wenn 
wir es nicht bereits wüssten. 

Setzen wir an Stelle der drei reellen jedesmal die Gruppe 
der neun Punkte 1^, so bilden die 27 neuen Punkte Fi, welche 
mit den Fl dieselbe Tangentialgruppe Ti besitzen, die Ergän- 
zenden zu einer geschlossenen Gruppe von 36 Punkten in 
neun Gruppen zu vier und vier Gruppen zu neun. Jedes 
Paar von Punkten aus verschiedenen Untergruppen 
ist F.-Punktepaar für den Zwölfschluss. Aus der ana- 
logen Bildung der Gruppen Ni wie derjenigen der Fi folgt, 
dass auch diese eine Gruppe von 36 F.-Punkten bilden; es ist 
der bis jetzt stets (Art. 3) hervorgetretene Zusammenhang 
zwischen drei perspectivisch liegenden Gruppen in der beson- 
dem Art, dass zwei davon als in der Gruppe der Ni vereinigt 
zu denken sind. 

Jede Fläche lässt sich mit 24 andern combiniren und 
trägt zwölf verschiedene Involutionen sechster Ordnung, aber 
für jede von diesen sind unter den Doppelelementen diejenigen 
einer Involution dritter Ordnung und einer quadratischen ent- 
halten, so dass nur 48 eigentliche solche auftreten. Die 36 
B.-Quadrupel jeder Flächengruppe ordnen sich in vier Grup- 
pen zu 36 Punkten, auf jeder Fläche liegen von den Ver- 
bindungslinien innerhalb jeder der vier Gruppen 70 Gerade; 
weil die 36 Flächen aber neun Gruppen zu vier, so sind unter 
diesen 9 • 24 oder 6 • 36 Linien gr, und weil sie ebenso vier 
Gruppen zu neun, so sind von ihnen weitere sechszehn Doppel- 
elemente der Involutionen dritter Ordnung. Es bleiben somit 
48 Gerade für jede Fläche, welche Punkte aus verschiedenen 
Gruppen zu vier und neun verbinden und somit die eigent- 
lichen Doppelelemente sind. 

Acht Flächen einer Gruppe von neun schneiden durch 
ihre Linien g von den B.-Quadrupeln 24 heraus, die zu ihrer 
Gruppe von 36 gehören und wir schliessen daraus, dass in 
Taf. V die Punkte K F.-Punkte für den Zwölfschluss und dass 
ihre Vörbindungsgeraden durch St die Spuren s^^^'^^ der pro- 
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jicirenden Tangentialebenen an vier Flächen F^^^^ sind. Sie 
sind auch die Tangenten an eine von zwölf Curven sechster 
Classe, den Projectionen von ebenso vielen Regelflächen B^% 
welche zu dreien aus jeder Gruppe von Flächen V^^^ ent- 
springen und die Umrisskegel der Flächen V^^^^ aus den Punkten 
Mi zu doppeltumschriebenen Developpablen haben. An jede 
dieser Curven gehen aus St noch vier Tangenten, die Spuren 
5e,(^^^ der das Centrum enthaltenden Tangentialebenen der 
Flächen F(i2). 

Die betrachtete Flächeninvolution von der Ordnung 36 
ist die erste, deren Elemente gleichartig aus Elementen 
zweier verschiedenerFlächeninvolutionen niedrigerer 
Ordnung zusammengesetzt sind. Sie kann als Erwei- 
terung oder Transformation der Viererinvolution in derjenigen 
des Sechsschlusses und umgekehrt angesehen werden. Als 
die einfachere ist die Viererinvolution als fundamentale zu 
betrachten. Durch Ergänzung ihrer Doppelelemente in der 
andern Involution entstehen 54 solche, dazu kommen die 16 
Doppelelemente der Involution neunter Ordnung. Unter den 
54 sind aber die sechs Flächen V^^^ enthalten; die 48 übrig 
bleibenden sind die zwölf Vierergruppen von Flächen V^^^\ 

21. Wir gelangten zu einer Gruppe von 36 Flächen durch 
die Verbindungsgeraden sämmtlicher Punkte der B.-Quadrupel 
von neun Flächen. Verbinden wir jetzt die vier Gruppen von 
neun Quadrupeln einer Gruppe von 36 Flächen untereinander, 
so entstehen drei neue derartige Gruppen. Wir haben somit 
sechszehn Gruppen von neun Flächen; verbinden aber, um 
diese zu bilden, je die Quadrupel derselben Vierergruppe 
untereinander; daher sind jene 4» 36 Flächen auch neun Gruppen 
zu sechszehn. Man bemerkt, dass bei Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens jedes folgende Involutionselement durch Zufügung 
von drei Gruppen der vorhergehenden Involution zu einer 
solchen entstanden ist, so dass wir bei Ä-maliger Wiederholung 
2^* Gruppen von je neun Flächen haben; dass aber anderer- 
seits diese Flächengruppe ebenso aus neun Gruppen von je 
2«* Flächen besteht. 

Die Transformation der Flächeninvolution neun- 
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ter Ordnung in derjenigen von der Ordnung 2^ er- 
giebt demnach mit der umgekehrten Transformation 
dieselbe Involution von der Ordnung (3-2*)*. 

Die Erweiterung jeder neunpuuktigen Gruppe in der 
yiereri)}volution und die umgekehrte Erweiterung sind iden- 
tisch-, aber auch die Erweiterung jedes Dreiecks in einer 
vierpunktigen Gruppe und die Umkehr ung sind identisch, 
d. h. vier solche Dreiecke sind auch drei Vierergruppen, wie 
räumlich ohne Weiteres evident. 

Man vollzieht im Bilde diese Erweiterung, indem man 
von dem gegebenen Dreieck zum Tangentialdreieck übergeht, 
und aus diesem die Tangenten an die Curve legt; die drei 
Vierergruppen der Berührungspunkte besitzen sodann den- 
selben Zusammenhang wie die drei Tangentialpunkte. Man 
erweitert das Ausgangsdreieck femer zu einer Gruppe von 
3 • 16 Punkten, indem man das Tangentialdreieck zu einer 
zwöl^unktigen Gruppe erweitert, und diese als neue Tangen- 
tialgruppe nimmt, woraus folgt, dass auch hier die drei 
sechszehnpuuktigen Gruppen sechszehn Dreiecke bilden. 

Nun bestimmen die neun Punkte einer Gruppe für jeden 
Punkt F der G^ viermal eine Involution dritter Ordnung, je 
durch drei Gruppen bestimmt. Halten wir unter diesen eine 
fest, etwa diejenige, die durch das Ausgangsdreieck bestimmt 
ist, so folgt aus der in Art. 9 entwickelten Zuordnung der 
sechszehn Strahlen in je vier vierstrahlige Gruppen, dass die Er- 
weiterung der dreistrahligen Gruppe in der Strahleninvolution 
vierter Ordnung auf vier dreistrahlige Gruppen führt, und so- 
fort allgemein, dass das Transformationsgesetz für die 
Plächeninvolutionen auch dasjenige der Regelschaar- 
involutionen von den Ordnungen 3 und 2* nach sich 
zieht und für diese gültig bleibt. 

Sei nun G^ eine Fläche, welche mit einer Hülfsf lache 
H den Sechsschluss, O^ eine solche, welche mit H den 
2-2*-Schluss gestattet. Ein beliebiges Sechsseit des ersten 
Plächenpaares besitzt drei Seiten AB^ auf G^ und drei 
Seiten JB A a uf jff; vervollständigt man sodann für jede der 
Geraden BA das Polygon von 2 • 2* Seiten mit 3 • 2* der- 
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selben — sagen wir AB^ — auf G2 und ebenso vielen auf 
H^ so sind die letztern nicht nur drei Gruppen zu 2*, son- 
dern auch 2* Gruppen zu drei, und können demnach durch je 
drei Gerade AJB^ auf O^ zu einem Sechsseit ergänzt wer- 
den. Lässt man jetzt die Hülfsfläche weg, so bleibt ein ge- 
schlossener Linienzug von 2*3 -2* Seiten auf den Flächen Gj 
und G2 übrig. 

Die Transformation der Involution des Sechs- 
schlusses in derjenigen des 2-2*-Schlusses ist somit 
die Involution für den 2-3-2*-Schluss, also äquivalent 
der Multiplication der Polygonaeitenzahl mit 2*. 

Dieses Resultat für das Curvenbild ausgesprochen giebt 
zwischen den Gruppen von F.-Punkten folgenden Zusammen- 
hang : 

Die Verbindungslinien zwischen den neun Punkten F 
einer Gruppe von F.-Punkten für den Sechsschluss schneiden 
sich in ihrer Tangentialgruppe T von derselben Art. Die 
Berührungspunkte ihrer Tangenten ergänzen F zu einer Gruppe 
F^ von 36 Punkten; zwei Punkte in dieser aus verschiedenen 
Gruppen von vier und neun sind F.-P unkte für den Zwölf- 
schluss. Die Verbindungslinien dieser 27 Berührungspunkte 
begegnen der C^ in den Berührungspunkten der Tangenten 
aus den F und ergänzen die Gruppe T zu einer solchen T^ von 
36 Punkten wie F^, Die Berührungspunkte ihrer Tangenten 
ergänzen F^ zu einer Gruppe von 144 Punkten; zwei ihrer 
Punkte aus verschiedenen Gruppen von 16 und 36 sind 
F.-Punkte für Polygone von 24 Seiten u. s. f.: Es ist die 
Ableitung aller Gruppen durch fortgesetztes Tan- 
gentenziehen von einer Anfangsgruppe von neun 
Punkten T aus. 

22. Wir haben die neun Punkte einer Gruppe räumlich 
aus einem Punkte S als dem gemeinsamen Schnittpunkte ihrer 
Schmiegungsebenen abgeleitet; ergänzt man den Punkt S 
selbst zu einer neunpunktigen Gruppe, so entstehen im Ganzen 
neun Gruppen G^ . . G^j und wir zeigen von diesen zunächst, 
dass sie genau unter sich den Zusammenhang befolgen, wie 
die neun Punkte jeder von ihnen selbst 
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Von den 81 Punkten dieser Gruppe G sind neun reell; 
sie bilden drei Dreiecke AiBid mit den drei reellen Punkten 
Si als je dem vierten Schnittpunkt ihrer Ebene mit der U^. 
Die Tangenten und Seiten der ersten bestimmen drei Flächen 
einer Gruppe, ihre Erzeugenden durch die Ecken des Dreiecks 
Y«n Punkten Bi führen zu denjenigen eiues Dreiecks aus 
Punkten Ci\ die Ebenen derselben schneiden die Curve in 
einem Punkte ^2 und S^ resp. und die Verbindungslinie S^S^ 
ist dabei stets Erzeugende der Regelschaar^ welche durch die 
Tangente in S^ bestimmt ist. Rückt der Punkt S^ in die 
zweite Ecke des durch S^ bestimmten Dreiecks, so ist S^ die 
dritte Ecke. Dies gilt genau so für die übrigen Dreiecke Si 
und somit lassen sich die neun Gruppen Gi zwölf Mal in 
Gruppen zu drei so zusammenfassen, dass die Verbindungs- 
linien je zweier mit den Tangenten und Verbindungslinien der 
dritten dieselbe Gruppe von neun Flächen ergeben. Auf jeder 
solchen Flächengruppe liegen die Verbindungslinien von vier 
Paaren der acht übrigen Gi\ auf jeder Fläche somit 40 Ge- 
rade, nämlich vier Verbindungslinien zwischen Punkten der- 
selben und 36 zwischen solchen verschiedener Gi, 

Kehren wir nochmals zu den drei reellen Dreiecken zu- 
rück. Die 36 Verbindungslinien zwischen diesen neun Punkten 
liegen zu vier auf derselben Fläche. Diese enthält die Tan- 
gente in einem Punkte z. B. A^y die Gerade A^A^ und drei 
Verbindungslinien zwischen den Bi und C,. Verbindet man 
jetzt Ai mit einem Punkte Bi z. B. mit J5j, so ist dadurch eine 
zweite Fläche bestimmt, welche auch A^B^ und A^B^y sowie 
die Tangente in einem Punkte d und seine Gegenseite ent- 
hält. Es entsteht dadurch ein fortlaufender Linienzug — weil 
jeder Punkt mit Ausnahme von A^ und eines Punktes Ci zwei 
Mal verbunden wurde — der sich mit den Tangenten in diesen 
Punkten auf denselben Flächen schliesst; also ein degene- 
rirtes Polygon von 18 Seiten. Die 36 Geraden setzen sich 
somit zu vier und vier in einen fortlaufenden Linienzug zu- 
sammen; für jede der sechs Gombinationen, die man mit jeder 
der neun reellen Flächen vornehmen kann, bleiben die auf ihr 
liegenden vier Geraden dieselben. 
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Die betrachtete Flächeninvolution von der Ord- 
nung 9^ ist somit diejenige des 18-Schlusses. 

Jede Fläche lässt sich mit 72 andern combiniren; sie be- 
stimmen auf ihr, wie wir soeben an den degenerirten Poly- 
gonen bemerkt, zu sechs dieselbe, also zwölf verschiedene 
Involutionen neunter Ordnung mit 192 Doppelelementen; wtil 
aber jede Gruppe der Regelschaarinvolution sich aus drei 
Gruppen derjenigen dritter Ordnung zusammensetzt, so bleiben 
nur 144 eigentliche Doppelelemente; sie schneiden die R^ 
in den 72 B.-Quadrupeln der mit der betrachteten combinirten 
Flächen. 

Gemäss der Zusammensetzung jedes Elementes aus neun 
Gruppen zu neun gilt für die Flächeninvolution wieder das 
doppelte Gesetz ihrer Entstehung, und auch ihre Doppelelemente 
müssen aus denjenigen der Involution neunter Ordnung hervor- 
gehen. Je eine Vierergruppe von Flächen V^^^ und eine 
Kegelfläche bilden zusammen eine Gruppe von neun; der zu- 
gehörige Punkt S ist ein Scheitel der Curve; zwei Punkte der 
Gruppe S auf derselben Erzeugenden jenes Kegels ergeben 
aber paarweise vereinigte Gruppen von je neun Flächen, im 
Ganzen also — weil vier Gruppen von Flächen V^^^ existiren 
— 4 . 36 Flächen V^^^l 

Die projicirenden Tangentialebenen an diese Flächen sind 
die projicirenden Ebenen nach den Doppelelementen für die- 
jenigen Regelschaarinvolutionen, welcl?ie die Centrumstangente 
schneiden. 

23. Fasst man nun eine der betrachteten Gruppen von 
81 Punkten als Gruppe von Punkten S auf, so gelangt man 
dadurch zu einer Punkt- und Flächeninvolution^ von der Ord- 
nung 9^ Bezeichnen wir jetzt die Gruppen von 81 Punkten 
mit Gif so besteht zwischen diesen neun Gruppen genau der- 
selbe Zusammenhang wie vorhin. Drei derselben 6rj, (rg, G^ 
enthalten zusammen 27 reelle Punkte; die Verbindungslinien 
zwischen den neun Punkten der Gruppe G^ mit derjenigen von 
Gq liegen auf den neun reellen Flächen aus Tangenten und 
Verbindungsgeraden von G^ . Aus dieser Gruppe entspringen für 
jede Fläche vier Gerade, aus der Verbindung von G2 mit G^ je 
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neun weitere; es sind die dreizehn Geraden, welche von den 
Verbindungslinien zwischen 27 Punkten auf jeder der 27 Flächen 
liegen müssen. Jede der neun reellen Fläcljen der Gruppe G^ 
lässt sich mit den 18 reellen der Gruppen Gg und O^ so ver- 
bindeU; dass auf ihnen ein fortlaufender Linienzug von 13 Ge- 
raden der einen und 13 Geraden der andern Fläche entsteht, 
so dass die Tangenten im Anfangs- und Endpunkte ebenfalls 
den betrachteten Flächen angehören. 

Wir haben ganz nach Analogie mit dem Vorausgegan- 
genen ein degenerirtes Polygon von 54 Ecken und Seiten. 
Jede Fläche lässt sich mit 8 • 9^ andern combiniren; welche 36 
verschiedene Involutionen ihrer Regeischaaren hervorbringen. 
Von den 36 • 52 Doppelelementen sind 36 • 16 solche niedrigerer 
Involutionen; die übrige bleibenden eigentlichen schneiden die 
B.-Quadrupel der mit ihr combinirten Flächen aus. Sie bestimmen 
w^ieder für die die Centrumstangente schneidende Schaar die 
Tangentialebenen an die Doppelelemente V^^\ welche sich 
auch direct aus. den F^^®^ in Gruppen zu neun ableiten lassen. 
Die Auffassung der Punktegruppen jeder derar- 
tigen Involution als Schnittpunktegruppe S der folgen- 
den ergiebt eine neue fortlaufende Involutionsreihe, 
deren Ordnungszahlen sich durch fortgesetzte Multiplication 
mit 9 aus einander ableiten. Die Elemente dieser Involutionen 
lassen sich stets in neun Gruppen G, der vorhergehenden zu- 
sammenfassen^ mit Wiederholung der Beziehimgen zwischen 
neun Punkten einer Gruppe selbst und der Eigenschaft, dass 
die Erzeugenden der durch sie bestimmten Flächengruppen 
sich zu geschlossenen Polygonen von 2-3** Seiten zusammen- 
fügen, wenn die Ordnung der Involution selbst 3^*' ist. 

. Die Gruppen der 3^*» Punkte sind zwar mit den Gruppen 
von neun Punkten nicht unmittelbar gegeben; ihre Construction 
erfordert aber keine andern Mittel, als diejenigen für ihre 
Partialgruppen, so dass wir sagen können, dass mit der Be- 
stimmung der Involution von F.-Punkten des Sechs- 
schlusses auch diejenige für den 2- 3*'-Schluss ge- 
geben ist. 

Kehren wir nochmals zur Involution des 18-Schlusses zu- 
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rück. Wenn wir in einer Gruppe von 81 Punkten d 
iBToIntioD drei Gruppen ff,- vom Zusammenhang eines Dre 
herauBgreifen, so .bestimmen ihre gegenseitigen Verbindi 
linien drei Fläcbengruppen za neun. Ein Dreieck der e 
Gruppe bestimmt drei Flächen der Gruppe G,, weicht 
Dreiecke der beiden andern einander paarweise zuordnet 
dass jedem Dreiecke von G, ein bestimmtes Dreieck vo 
und G3 entspricht. Durch diese Zuordnung entstehen auf 
Fläche des Büschels drei verschiedene Involutionen ne 
Ordnung; aber die Darstellung der neun Flächengrnppe 
von der ersten aus ist selber viermal möglich, so dat 
Bilde die 81 Punkte einer Gruppe G mit jedem Punkte J 
Curve zwölf verschiedene Involutionen neunter Ordnung 
von jeder neun Gruppen bestimmen. 

Denkt man jetzt die acht weitern Gruppen voi 
Punkten zugefügt, welche ein Element der folgenden 
Intion bilden, so ordnet jede der zwölf Involutionen 
vorhin die acht andern Gruppen drei Mal in Paare, so 
aus jeder bekannten Involution drei neue abgeleitet wf 
und somit allgemein eine Gruppe von 3^*' Punkten 4 ■ 
verschiedene Involutionen von der Ordnung 3*' durch j 
Gruppen bestimmt; und weil jeder Punkt F mit 8-3 
andern combinirbar ist, so ergeben je 2-3*'~^ Punkte ; 
dieselbe Involution; die Strahlengruppe jeder folgt 
Involution setzt sich aus drei Gruppen der vorhergeht 
zusammen. 

Die fortgesetzte Verbindung der B.-Quadrupel leitet 
jeder Involution eine neue Involutions-Reihe ab, und in 
Aufbaue dieser Involutionen liegt zugleich die Einsicht ii 
Umkehrbarkeit der Transformation. Diese kann für 
Involution an der Gruppe der Punkte S ausgeftthrt werden 
nach der soeben abgeleiteten Zusammensetzung der ßf 
schaarinvolutionen gilt das Gesetz der Umkehrbarkei 
Transformation auch für die^^e. 

Die Transformation der Involution für den ' 
Schluss in derjenigen fürden2-3''-Schluss und ihre 
gekehrte führen zur Involution des 2-2* -3*'-Schlu; 
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sie ist somit äquivalent einer Multiplication der Sei- 
tenzahl des Polygons mit 2* resp. 3*». 

Mittelst der beiden beliebig weit sich fortsetzenden Invo- 
lutions- Reihen aus dem Vier- und Sechsschlusse resp. als 
fundamentalen Involutionen sind durch ihre Gombinationen zu 
zweien alle diejenigen erhältlich, welche zu einer Zahl n von 
der Form eines Productes aus den Primzahlpotenzen von 2 
und 3 gehören. Ebenso lassen sich die Doppelelemente oder die 
sich selbst entsprechenden Flächen der zusammengesetzten In- 
volution aus denjenigen der Partialinvolutionen direct ableiten. 
Jedesmal besteht eine Gruppe, welche eine Doppelfläche ent- 
hält, nur aus solchen; ist die Involution von ungerader Ord- 
nung, so tritt jedesmal eine der vier Kegelflächen in einer 
derartigen Gruppe auf. Die Anzahl der eigentlichen sich selbst 
entsprechenden Flächen für w = 2*- 3*» ist somit 
w, = 2- (2» - 1)(32 ~ l)22(*-i) . 32<*^-i). 

24. Wir sprechen diese Beziehungen, die ebenso gut räum- 
lich weiter verfolgt werden könnten, für das Bild der Raum- 
curve aus, und geben den Zusammenhang der bis jetzt be- 
kannten Punktinvolutionen der Curve dritter Ordnung für den 
Fall, dass die Ausgangsgruppe der zweiten Involutions-Reihe 
die Gruppe der Wendepunkte ist. 

Weil jede Gruppe von neun F.-Punkten durch ihre sämmt- 
lichen Verbindungslinien zu ihrer Tangentialgruppe von genau 
denselben Eigenschaften führt, so folgt zunächst, dass die 
Gruppe der neun Wendepunkte mit ihrer Tangentialgruppe 
identisch ist, und dass diese Punkte somit zu dreien in zwölf 
Geraden liegen müssen. Diese Eigenschaft ist aber die Ur- 
sache einer ganzen Reihe interessanter Erscheinungen, welche 
unter der Bezeichnung . der merkwürdigen Punktsysteme 
von Clebsch bekannt sind. 

Construiren wir nämlich die acht weitern Gruppen G,, 
welche mit der Wendepunktsgruppe F.-Punkte sind, für den 
Achtzehnschluss, so ßllt auch diese nothwendig mit ihrer Tan- 
gentialgruppe zusammen, und da alle Gruppen Gi sich gegen- 
seitig und unter einander gleichartig verhalten, so ist jedö 
Gruppe Gi ihre eigene Tangentialgruppe, oder jede be- 
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steht aus drei Dreiecken, deren Seiten die Tangenten der Cg in 
den Ecken sind. Solcher geschlossener Tangentendreiseite 
giebt es demnach 24. Wir wollen mit Clebsch acht solche 
Punkte nebst ihren Verbindungslinien ein System nennen; 
die Tangente jedes System punktes geht dann noch durch einen 
Punkt des Systems, und je zwei Dreiecke sind perspectivisch 
für das dritte; durch jeden Punkt gehen demnach drei Gerade, 
welche noch zwei weitere Punkte des Systems enthalten. 

Alle acht Systeme zusammen bilden mit den neun Wende- 
punkten ein neues System, so dass die Tangente in jedem 
Systemspunkte wieder einen Punkt desselben enthält, und die 
Verbindungslinien zweier Gruppen von neun sich in einer 
dritten schneiden. Durch jeden Punkt des Systems, der nicht 
Wendepunkt ist, gehen 39 Gerade, welche noch zwei Punkte des- 
selben enthalten; durch jeden Wendepunkt gehen 36 nach Paaren 
von Systemspunkten, von denen keiner Wendepunkt ist. 

Fasst man jetzt diese Gruppe von 81 Punkten als Gruppe 
Gi und construirt wieder die acht weitern Ergänzungsgruppen 
zu einem Elemente der folgenden Involution, so hat man jetzt 
acht Systeme von 81 Punkten, mit genauer Wiederholung des 
vorigen Zusammenhanges, wenn man an Stelle der einzelnen 
Punkte Gruppen von je neun Punkten setzt. 

Jede der acht Gruppen 6r/ besteht aus drei Gruppen von 
27 Punkten, wobei diese 27 drei Gruppen von neun Punkten 
bilden, so beschaffen, dass man durch sämmtliche Tangenten 
und Verbindungslinien der ersten zu Punkten der zweiten, 
durch ihre Tangenten und Verbindungslinien zur dritten und 
von dieser analog zur ersten zurückgelangt. In jeder Gruppe 
zu neun kommen, wenn sie überhaupt reell ist, drei reelle 
Punkte vor. Für diejenigen reellen, die zu einer Gruppe von 
27 gehören, ist das Tangentialdreieck des ersten Dreiecks das 
zweite, sein Tangentialdreieck das dritte, das Tangentialdreieck 
des dritten wieder das erste Dreieck. Die neun reellen Punkte 
bilden demnach ein geschlossenes aus den neun Tangenten 
seiner Ecken bestehendes Tangentenne unseit. Solcher Poly- 
gone aus Tangenten giebt es im Ganzen 72; nur drei von 
ihnen sind reell. 
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Die 81 Punkte jedes Systems sind also so beschaflfen, dass 
jeder Tangentialpunkt wieder ein Punkt des Systems ist und 
seine Tangente selbst einen weitern Punkt desselben enthält. 
Je zwei Gruppen zu 27, die sieh aus den Ecken geschlossener 
Tangentenneunseite zusammensetzen, sind für die dritte per- 

spectivisch. Durch jeden Punkt gehen — - — Gerade nach 

Paaren des Systems. Von den 1053 Geraden, welche drei 
Punkte verbinden, sind 324 solche, welche zwei Punkte aus 
derselben Gruppe von neun und 729 solche, welche drei 
Punkte aus drei verschiedenen solchen verbinden. 

Die acht Gruppen können jetzt wieder zu einer einzigen 
vereinigt werden, und mit Ersetzung der bis jetzt betrachteten 
Gruppen durch allgemeine kann man diese Systeme folgender- 
massen zusammenfassen: 

Es giebt ein System erster Art von 3^*^ Punkten, welches 
alle neun Wendepunkte enthält; alle Punkte desselben ausser 
diesen haben die Eigenschaft, dass ihre Tangente noch einen 
Punkt des Systems enthält; durch jeden dieser Punkte gehen 

— Gerade nach Paaren von Systemspunkten. Im Ganzen 

^32*1 3\ /^^h 9) ^ 

giebt es ^^ -^ — Gerade, welche drei Punkte des Sy- 

q2^i ^__ -t 

stems enthalten. Dazu kommen durch jeden Wendepunkt — - — 
Gerade nach zwei Punkten des Systems. 

Es giebt im Weitern acht Systeme ^weiter Art, 
welche keinen Wendepunkt enthalten, und wieder enthält die 
Tangente jedes Punktes einen weitern Punkt des Systems. 

Durch jeden derselben gehen — - — Gerade, welche drei Punkte 

o2*i/o2Äi Q\ 

des Systems enthalten, die Zahl dieser Geraden ist — ^—z -- 

Jedes System besteht aus 3*^ geschlossenen Tangentenpoly- 
gonen von 3*1 Seiten und Ecken. Ihre Gesammtzahl ist 8 • 3*^ 
Die acht Systeme zweiter Art bilden zusammen mit demjenigen 
erster Art ein neues System der ersten Art von 3^(*i+^) Ele- 
menten. 

Disteli, SchliesBimgsprobleme. 5 
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25. Zu Systemen analoger Art gelangt man, wenn die 
Gruppe von 2^* F. - Punkten von einem oder von allen drei 
Wendepunkten aus dargestellt wird. 

Nehmen wir zunächst den ersten Fall. Diejenige der vier 
Untergruppen, welche den Wendepunkt enthält, ist die ge- 
meinschaftliche Tangentialgruppe der drei andern, welche mit 
einander perspectivisch liegen, und ihre eigene Tangential- 
gruppe. Diese neun Systeme, welche so an jedem Wende- 
punkte entstehen, bilden zusammen ein neues System, und je 
drei Gruppen, welche aus drei Wendepunkten in gerader Linie 
entstanden sind, sind selbst perspectivisch. 

Für die Viererinvolution folgt beispielsweise: Von den 
351 Geraden zwischen den 27 Berührungspunkten J 
der Tangenten aus den Wendepunkten enthalten 81 
je drei Punkte J und zählen dreifach; 108 je zwei 
Punkte J und einen Wendepunkt. Unter dieseu Geraden 
sind 54 Projectionen von Linien g^ wovon 27 durch einen Wende- 
punkt gehen; 27 unter ihnen enthalten je drei Punkte J oder 
sind die neun harmonischen Polaren i, die erstem 27 die aus 
den Wendepunkten gelegten Tangenten. 

Die Erweiterung der Punktegruppen der Systeme beider 
Arten in der Involution des 2 • 2*-Schlusses liefert keine neuen 
Tangentenpolygone, weil die neu hinzutretenden Gruppen 
mit den alten dieselbe Tangentialgruppe, d. h. diese selbst als 
solche besitzen; doch entstehen dadurch zwei neue Arten 
von Systemen, die sich folgendermassen kurz beschreiben 
lassen: Ist m eine Zahl von der Form 2* -3*», so entsteht aus 
dem Systeme erster Art ein neues mit m^ Punkten, worunter 

die neun Wendepunkte; — Punkte, die Wendepunkte inbe- 

griflfen, haben die Eigenschaft, dass ihre Tangente noch einen 
Punkt des Systems enthält, und dass sie selbst Schnittpunkte 
von vier Tangenten sind. Durch jeden Wendepunkt gehen 

— - — Gerade nach Punktepaaren des Systems, von ~ — 9 
andern Punkten aus je — - — , endlich von — r- Punkten aus 
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je — 2 — Gerade, welche noch zwei Systemspunkte enthalten. 

Somit giebt es — Gerade mit drei Systemspunkten. 

Dieses System umfasst die acht Systeme ohne Wende- 
punkte; von den — Punkten eines solchen aus gehen wieder 

— - — und von — j— solchen gehen —^Gerade aus, welche 

noch zwei Punkte des Systems enthalten, so dass die Gesammt- 

zahl der Geraden mit drei Systemspunkten — ^—^ ist. Es 

ist nur ein anderer Ausdruck dieser Beziehungen, wenn wir sagen: 

Alle Punkte, welche mit einem Wendepunkte F.-Punkte 
sind für die Zahl 3m (wo m zunächst die Form 2* -3^'* be- 
sitzt), haben die Eigenschaft, dass die Verbindungslinie von 
zweien derselben einen dritten Punkt derselben Eigenschaft 
enthalten kann. Dieser kann aber auch ein Wendepunkt 
oder ein zu kleineren Zahlen Je und Jc^ gehörender 
Punkt sein. 

Oder: Zu allen Punkten, welche mit einem Wende- 
punkte F.-Punkte sind für die Zahl 3m, gehören Punkte- 
gruppen, welche mit ihnen F.-Punkte sind für die Zahl 
w, die zu dreien in Geraden liegen können. 



Vn. Modification für die Specialformen der Durchdringung. 

26. Die abgeleiteten Beziehungen zwischen 'den beiden 

Involutions-Reihen bestehen im Bilde unverändert fort für die 

zweitheilige Raumcurve im Büschel mit vier nicht reellen 

Kegelflächen, nur mit anderer Interpretation der räumlichen 

Verhältnisse. Die neun Punkte einer Gruppe liegen je auf 

demselben Aste, mit dem vierten Schnittpunkte 8 der Ebene 

ihrer Dreiecke auf dem andern; weil aber im Bilde das Tan- 

gentialdreieck jedes der zwölf Dreiecke auf dem unendlichen 

Aste liegt, so kann es keine reelle Seite eines solchen durch 

den Punkt S\ geben, und analog für alle aus solchen Gruppen 

der Zahl 3^» zusammengesetzten Punktinvolutionen, d. h. die 

sich selbst entsprechenden Flächen der zweiten In- 

5* 
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volutions-Reihe können nicht mehr reell sein. In der 
That muss jede derartige Flächengruppe eine Kegelfläche, und 
muss das Erzeugniss ihrer Begelschaarinvolutionen einen in 
einer Tetraederebene P, gelegenen Kegelschnitt enthalten; sie 
können also nicht reell sein. 

Hat die Raumcurve nur zwei reelle doppeltprojicirende 
Kegel, so bleiben die Realitäts Verhältnisse der zweiten Invo- 
lutions-Reihe fortbestehen; von den sich selbst entsprechenden 
Flächen werden jedesmal die Hälfte von den reellen der ent- 
sprechenden Zahl im Büschel mit vier reellen Kegeln imaginär, 
weil sie sich stets als Vierergruppen darstellen lassen. 

Besitzt die Raumcurve in M^ einen Doppelpunkt, so 
entspricht dem Büschel der Tangentialebenen am Scheitel Äg 
der Ü4 eine parabolische Involution von Tangentialebenen an 
der Kante ülf^J/g, und wir erhalten an Stelle des Kegels if* 
als Erzeugniss eine Ebene durch die Kante M^ Mq, Sie 
schneidet den Kegel aus M^ in einer zweiten Erzeugenden und 
bestimmt damit das einzige Paar von Flächen V^^\ welche in 
diesem Falle auftreten. Von den neun Punkten jeder Gruppe 
bleiben also drei: die Flächeninvolution ist von der 
dritten Ordnung, also für den 2m-Schluss (m Bedeutung 
wie bis anhin) von der Ordnung m. Jeder Punkt kann 
mit (2 — 1)(3 — 1)2*~^ • 3**""^ andern combinirt werden; diese 
Zahl ist zugleich die Anzahl der sich selbst entsprechenden 
Flächen V^^^^K 

Im Falle der* Curve mit eigentlichem Knoten, wie in 
Taf. III, Fig. 2, ist von den drei Punkten jeder Gruppe je nur 
einer reell, von jeder Flächengruppe also je nur eine hyper- 
bolisch. Eine beliebige Ebene durch Jlf^Jlfg? ^^so von der 
Spur h durch 8^2? definirt als Tangentialebene eine bestimmte 
Fläche des Büschels. Sie begegnet • der Raumcurve in vier 
Punkten mit den Bildern F und F\ welche paarweise ver- 
bunden der C3 in einem dritten Punkte begegnen, für welche 
die Verbindungslinie durch St geht und die Spur der proji- 
cirenden Tangentialebene an die betrachtete Fläche ist. Als 
solche schneidet sie die Linie h in einem Punkte der Spur s*, 
welche ihrerseits durch den zweiten Schnittpunkt auf L^ die 
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Spur A* der Ebene durch M^M^ bestimmt, nach deren Schnitt- 
punkten im Räume mit der R^ die projicirenden Tangential- 
• ebenen der Flächen V^^^ gehen. Ist St der reelle Wendepunkt 
«7,, so enthält eine der beiden Spuren dieser Ebenen 
die beiden andern Wendepunkte J^ und J^. Nur im 
Falle der Curve mit isolirtem Doppelpunkte sind die F^^ hyper- 
bolisch und alle drei Wendepunkte reell. 

27. a) Für den Fall der Raumcurve dritter Ordnung 
und eine ihrer Doppelsekanten l wird die Involution dritter 
Ordnung sehr übersichtlich gebildet durch die Berührungs- 
punkte der Gruppen von je drei Schmiegungsebenen an die 
JR3 aus den Punkten S der Geraden l. In der Projection ent- 
stehen Gruppen von je drei Punkten, specielle Pascalsechsecke 
auf dem Kreise K\ für welche sich die Tangenten in den 
Ecken mit den Gegenseiten auf Punkten der Geraden V schnei- 
den, welche also die Pascallinie ist. Sie sind nur reell, wenn 
die Gerade V den Kreis nicht reell trifft, also l eine imaginär 
schneidende Doppelsekante der JJg ist. Auf K' und V ent- 
stehen die Möbius'schen Involutionen dritter Ordnung, 
je zwei Gruppen derselben sind drei Paare der quadratischen 
Involution, der wir schon begegnet sind; ihre Doppelelemente 
sind sämmtlich durch das Schnittpunktepaar von V mit K' 
dargestellt. 

Die allgemeine Involution für den 2m-Schluss ist von 
der Ordnung m; auch für diese stellen jene beiden Punkte 
die Gesammtheit der Doppelelemente dar, und weil der Punkt 
St auf dem Kreise liegt, so werden auch für diese Involu- 
tionen die Doppelelemente oder Flächen F^^"*^ durch das Paar 
der doppeltprojicirenden Kegelflächen aus M^ und M^ vertreten. 

27. b) Wir haben bei andern räumlichen Verhältnissen 
dieselben .Beziehungen im Bilde der Degenerationsform in.zwei 
Kegelschnitte. In Tat IV, Fig. 2, haben wir am Punkte S^^ 
eine Strahleninvolution dritter Ordnung nach den Ecken aller 
Dreiecke, welche dem mit L^ concentrischen Kreise U^ um- 
und Li eingeschrieben sind, und welche im Spurbüschel an 
der Kante M^M^ die cubische Involution bestimmen, deren 
Ebenen zu je vier Dreiecken N^N^N^ im Bilde führen. Die 
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Verbindungslinien dieser Punkte mit dem Pole P' der Spur 
der projicireiiden Ebene der Durchdringung führt jedesmala 
ein zweites derartiges Dreieck, dessen Punkte mit einem d 
drei andern Paare von F.-Punktea für den Zwölfschluss bild* 
Wieder ist die Jnvolutiou dea 2»(-Schlusses von der Ordnu; 
m, aber weil jetzt der Punkt Sf auf p (unendlich fern) liei 
so treten eigentliche 2ttt-SclilussSäclien auf. 

In diesem wie im vorigen Falle umhüllen die Sehn 
aller Pnnktegruppen zu m auf dem Kegelschnitte K' je — - 
Kegelschnitte; sie sind mitÄ'die centrisch collinearenUi 
formungen des Systems concentrischer Kreise, welc 
von den Sehueu aller regulären m-Ecke des Kreises Lj u 
hüllt werden : für M, als Centrum, die Spur s der Ebene i 
Durchdringungs-Kegelschnittes K als Äxe und die Spur p : 
einer Gegen axe. Sie sind also sämmtlich in doppelter I 
rührung mit K' für diese Gegenase als gemeinschaftlicher I 
rührungs sehne. 

Jeder Punkt kann mit (2— 1){3 — l)2*-i 3*--» and» 
Punkten als F.-Punkten für die Zahl m combinirt werdi 
ebenso gross ist die Zahl der eigentlichen 2m-SchlussHäcli 
und die doppelte Anzahl aller Kegelschnitte, denen Polygt 
von 2m Seiten umschrieben sind und deren zu p' parall 
Tangenten die Spuren s,<^"'' der projicirenden Tangentialebeu 
an die Flächen F'^-") sind. 

28. Bis dahin war die Untersuchung des FlächenbUsch 
geführt worden für ein Centrum auf der Grundcurve u 
somit für die allgemeine oder specielle Curve dritter Oi 
nung als Bild. Mit der allgemeinen Lage des Centrums 
Räume erscheint die ßaumcurve in der Projection als 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, O' 
vom Geschlechte Eins. Alle Flächen in volutionen erscheii 
als solche in einem Systeme einfach unendlich vieler, vierfi 
berührender Kegelschnitte des Umrisssyst«ms, derart, dass 
m Tangenten des einen Kegelschnittes sich mit m Tangen 
eines andern in einer bestimmten Gruppe von m? solchen 
geschlossenen, der Curve vierter Ordnung eingeschriebenen, '. 
lygonen von 2m Seiten zusammenfügen. Die sich selbst e 
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spreckendeu Flächeu y<^"'i stellen sich dabei als Verei 
zweier solcher Kegelschnitte dar, welche für sich allein 
von solchen Polygonen sind. Einer der beiden Kegels 
eines Paares kann in eine Strahleninvolutiou mf"' Ordn 
einem der Doppelpunkte übergehen, wenn die eine i 
trachteten Flächen diejenige ist, welche das Ceiitruni e 
und beide Kegelschnitte ersetzen sich durch projecl 
Strahleuinvolutiouen aus den Doppelpunkten der Curve 
Ordnung, wenn insbesondere das Centrum auf einer sieb 
entsprechenden Fläche P"'^'"' gelegen ist Demnach g 
Steiner'sche Satz: 

Wenn einer Curve vierter Ordnung mit zwei Dl 
punkten als F.- Punkten ein einziges gescblo! 
Polygon sich einschreiben lässt, so giebt es t 
lieh viele, und jeder Punkt der Curve istÄusgaugs 
eines solchen. 

Die Projection der Flächeninvolution in den Specii 
ergiebt die analogen Beziehungen für die unicursale 
vierter Ordnung, für die Curven dritter Ordnung mit I 
punkt und Spitze, und für ein Paar von Kegelschnitte! 
jeder speciellen Lage des Centrums ist ein Specialfall uj 
Specialform der Curven dritter und vierter Ordnung vc 
schlecht Null und Eins und der Tangentialinvolutionei 
Kegelschnittsystems verbunden; für die Lage des Centr 
einer Kegelspitze Mi erhalten wir die Lösung des Fon 
sehen Schlieasungsproblems bei Kegelschnitten. 

VUL AnweQdnng der SeohßacIiluBsinvoliition. — ObouI 



Die vorliegenden Betrachtungen beschränken si< 
die Aufstellung und die Construction der F.-Pnnkteg 
Steiner'scher Polygone, deren Seitenzahl sich aus Poten: 
Primzahlen Zwei und Drei zusammensetzen und den 
seitigen Beziehungen solcher Gruppen. Bevor wir in dt 
wickluug weiterschreiten , geben wir noch eine Anwe 
welche die Bedeutung der Involution des Sechsschlusi 
die Curve dritter Ordnung hervortreten lässt. 
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29. Betrachten wir drei beliebige Punkte Ä^ J5, C der Raum- 
curve i?4 und verbinden wir diese mit einem beliebigen vierten 
Punkte D der jR^ durch die Erzeugenden a, 6, c dreier Hyper- 
boloide, construiren wir dann die vierten Schnittpunkte A\ B\ C 
der drei Ebenen durch D nach dem Dreiecke ABC, so dass A 
in BCDy B' in AGB und C in ABB liegen, legen wir ferner 
durch diese neuen Punkte die Erzeugenden a^, 6^, c^ derselben 
Hyperboloide und derselben Schaar, so schneiden sich diese 
in einem neuen Punkte B' der Curve und die Ebene ÄB'D' 
enthält den Punkt (7, ÄCB' den Punkt B und B'CB' den 
Punkt A. Im Allgemeinen liegt D' nicht in ABC und JD 
nicht in ÄB'C\ Es ist jedoch leicht zu bewerkstelligen, 
dass dies auch noch eintritt. 

Wählen wir nämlich drei der Punkte, in welchen eine be- 
liebige Ebene die 2?4 schneidet, als Punkte A, B, (7, den vierten 
als D' und gehen wir mittelst vier Linien g zu vier Punkten 
Ä, B\ C\ B' über, so dass alle vier dasselbe Gegenkantenpaar 
im Poltetraeder schneiden, so sind ABCB und A'B'C'B' ein- 
ander um- und eingeschriebene Tetraeder, und weil die 
Ausgangsebene ABC ganz willkürlich war, offenbar allgemein- 
ster Art. Je zwei Gerade mit denselben gestrichenen und unge- 
strichenen Buchstaben liegen als Linien g auf derselben Fläche. 
Wir setzen für die folgende Betrachtung zwei Tetraeder 
von allgemeiner Lage, also B nicht in ÄB'C voraus. Legen 
wir nun um die Gerade CB nach einem beweglichen Punkte E 
der Curve die Ebenen, so schneiden diese jeweilen einen zweiten 
Punkt jB' aus dieser, und die Geraden EE' erfüllen das durch 
CB bestimmte Hyperboloid. Die Ebenen aus dem vierten 
Schnittpunkte C der Ebene ABB nach diesen Geraden bilden 
also ein Büschel um die Kante C'B\ Nun bestimmen die 
vier Geraden abce aus B nach ABCE für jeden Punkt 
E ein Büschel von Kegelflächen zweiten Grades, für wel- 
ches das Ebenenpaar ABB und CBE eine degenerirte 
Fläche ist. Jeder Kegel triflft die JB^ in einem Punkte- 
paare Fy G\ die Linien FG erfüllen für alle Kegelflächen 
eines Büschels je ein Hyperboloid, das offenbar die Gerade 
C'E' enthält. Die Ebenen EFG liegen daher in einem 
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hei, welches auch die Ebene CEE' i 
en gehen für jedes Büschel von Kegel 
t D'. Wir sehen somit: 
Legt man aus einem beliebigen 
EDcurve Ei nach drei willkürlich' 

das Netz von Eegelflilcheo zv 
chneidet jede derselben die Curve 
kten EEG, deren Ebene der 
liehen vierten Punkte D' begegn^ 
Durch den Punkt ly gehen drei reell 
i Schraiegungsebenen der Raumcurve; 
Ifiiichen giebt es demnach drei reelle 
j Flächen AT, welche die E^ osculiren. 
aspunkte zu dreien mit dem Punkte D 
n, von denen vier reell und acht ima 
io vier Systeme so gruppiren, dass jei 

nicht reelle enthält, so folgt: 
Die drei Osculationserzeugenden 
en mit den drei festen Strahlen ab 
he K^ oder liegen im Netz; solche 
wölf; sie gruppiren sich in vier Sj 
;he alle neun Osculationskanten • 
Systeme ist ein Kegel K^ reell, 

1 sind imaginär. 

Die neun Osculationspunkte sind durch ' 
mmt, sowie alle acht übrigen durch ji 
Q, Alle Veränderungen innerhalb der 
he den Punkt D' ungeändert lassen 
3m der neun Osculationspunkte ungeäii 

irgend eine Ebene dreier Funkte Ei 
mmen das Netz von Kegelflächen aus 
ejdet jede derselben drei Punkte des Sys 
; die durch ahc und efg gegebenen 
ilfläche gemein, diese bestimmt eine 
it den vierten Schnittpunkt S aller übr 

haben also zwei Systeme von je ; 
n Punktetripeln ABC und EFG, u 
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jicirenden Strahlen nach irgend zwei solchen liegen stets in 
einer Kegelfläche zweiten Grades. 

Das Oculationssystem bleibt somit ungeändert, 
wenn von den Kanten abc sich eine oder alle drei 
ändern, wenn aber zwei sich ändern, so kann die 
Ebene ABC nicht mehr durch S gehen und es ändert 
sich auch der Punkt D'. Da von den neun Osculations- 
punkten je drei in einer Ebene durch D' liegen, so wird das 
System der abc auch herausgeschnitten von dem Netze der 
Kegelflächen, das durch drei der Osculationsstrahlen bestimmt 
ist und endlich, da die Schmiegungsebene in den Osculations- 
punkten durch D' geht, als Schnittsystem aller sich nach 
einer Osculationskante osculirenden Kegelflächen. 

Fassen wir die drei Ebenen aus einer Osculationskante 
nach drei Strahlen abc als Kegelfläche dritter Ordnung auf, 
so enthält der zugehörige osculirende Kegel des Systems durch 
abc sechs der gemeinschaftlichen neun Kanten des mit dem 
projicirenden Kegel K^ bestimmten Büschels dritter Ordnung, 
und die drei übrigen Kanten, welche jene drei Ebenen noch aus 
dem Kegel K^ schneiden, liegen daher in einer Ebene. 

Jede Ebene des projicirenden Bündels führt also 
durch die Verbindungsebenen der drei Strahlen, nach 
welchen sie den projicirenden Kegel dritter Ordnung 
schneidet, mit einer der neun Osculationskanten zu 
drei Strahlen des Systems abc und umgekehrt. 

Durch den Schnittpunkt S gehen aber ebenfalls neun 
Schmiegungsebenen; es giebt daher durch je drei Osculations- 
kanten des ersten. Systems — wir bezeichnen seine drei reellen 
mit r, s, t — neun Kegelflächen zweiter Ordnung, welche den 
Kegel dritter Ordnung osculiren nach einer Kante eines zweiten 
Systems von genau derselben Beschaffenheit. Die drei reellen 
Osculationskanten dieses zweiten seien mit T^^s^^ty^ bezeichnet. 
Zwischen den beiden Systemen finden Beziehungen statt, welche 
wir folgend ermassen ausdrücken können: 

Durch die neun Kanten des ersten Systems gehen 
zwölf Mal n,eun Kegelflächen K^y durch je drei der- 
selben neun, welche je in einer Kante des zweiten 
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Systems osculiren und umgekehrt; je drei Strahlen 
des ersten Systems liegen mit drei Strahlen des 
zweiten in einer Kegelfläche Kq] insbesondere giebt 
es 81 Kegelfläehen iTg, welche in einer Kante des er- 
sten und einer Kante des zweiten Systems osculiren. 

Nach dem oben angegebenen Satze haben die drei Elemente 
der Flächeninvolution neunter Ordnung, welche durch die Ver- 
bindung dreier Punkte ABC einer Ebene durch S mit den neun 
Punkten des ersten Osculationssystems entstehen, die Eigen- 
schaft, dass jede Ebene, welche die projicirenden* Strahlen der 
beiden ersten Gruppen enthält, ^uch den der dritten Gruppe auf- 
nimmt. Verbindet man also jetzt die beiden Osculationssysteme, 
so entsteht ein einziges Element der Flächeninvolution neunter 
Ordnung, d. h. die obigen drei Gruppen sind unendlich benach- 
bart, die drei projicirenden Strahlengruppen ebenfalls, und da 
je drei unendlich benachbarte in einer Ebene liegen müssen, so 
ist das System der neun projicirenden Strahlen dieser Gruppe 
das der neun Wendestrahlen des Kegels Äg, d. h.: 

Die Verbind un gs ebenen der neun Strahlen des einen 
Osculationssystems mit denen des zweiten schneiden 
sich zu neun in dem Systeme der neun Wendegeraden 
des projicirenden Kegels der Curve. 

Es folgt daraus, dass die Verbindungslinien je zwei solcher 
Punktegruppen B, S,T und B^jSiyT^ der Curve stets auf der- 
jenigen Flächengruppe zu neun liegen, welche durch die Ver- 
bindung des Centrums mit den Berührungöpunkten der pro- 
jicirenden Schmiegungsebenen bestimmt ist. Durch das eine 
Osculationssystem ist das andere also vollständig bestimmt. 
Eine beliebige Erzeugende auf einer dieser neun Flächen be- 
stimmt zwei Punkte B und B^ der zwei Osculationssysteme 
und die Schmiegungsebenen in ihnen schneiden die Punkte Z)' 
und S resp. heraus. Diese fallen also zusammen, wenn die 
betrachtete Erzeugende zwei Punkte eines Dreiecks verbindet. 
Aber diese sind Verbindungsgerade von Punkten der neun 
B.-Quadrupel, die Schnittpunkte der Schmiegungsebenen somit 
die drei Punkte, welche das Projections-Centrura zum Quadrupel 
ergänzen. Daraus folgt, dass die Verbindimgsgeraden der 
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zusammenfallenden Punkte D', 8 die Tangenten sind, welche 
auf dem durch die Centrumstangente bestimmten Hyper- 
boloid H^ liegen und sie nicht schneiden, und dass die Ver- 
bindungsgeraden D'Ä überhaupt stets Erzeugende dieses 
Hyperboloids bleiben. 

Wir haben somit jetzt den Fall der einander um- und 
eingeschriebenen Tetraeder AB 'CD und ÄB'C'D', wo in der 
ThatD' und D als Punkte desselben Quadrupels erhalten werden. 

Da die neun Osculationspunkte jedes Systems für den all- 
gemeinen Fall Punkte von zwölf Dreiecken sind, so haben die 
projicirenden Tripel r, s, t uncj r^, Sj, ^^ die bekannte Eigen- 
schaft, dass die Tangentialebenen der Kanten sich mit 
den Gegenebenen in Erzeugenden des projicirenden 
Kegels K^ schneiden, und dass diese Kanten sich zu Tripeln 
analoger Beschaffenheit zusammensetzen. Diese Strahlen sind 
die projicirenden für diejenigen beiden Flächengruppen der 
Involution, die aus der Verbindung des Centrums mit den 
Gruppen BjS,T und B^yS^^T^ resp. entstehen; sie gehen daher 
nach zwei Punktegruppen, die aus einem Paare entsprechender 
Punkte D' und S hervorgehen, und es wiederholen sich 
somit für diese die sämmtlichen Eigenschaften der 
beiden Systeme B,S,T und JRi,Äi,Ti. 

30. Die Punkte D' und S können speciell in dem Projections- 
centrum zusammenfallen, alle Kegelflächen durch ABC und 
EFG bestehen dann aus Ebenenpaaren, und die beiden Systeme 
r,s,t und r^yS^yti vereinigen sich in dem Systeme der Wende- 
strahlen u. s. f. 

Alle beispielsweise in r osculirenden Kegelflächen schnei- 
den aus der Curve Systeme ABC heraus. Diejenige Kegel- 
fläche, die der Ebene durch S angehört, welche die Tangente 
der Raumcurve im Punkte B enthält, berührt den projici- 
renden Kegel nach r fünf strahlig. Der sechste Strahl geht 
nach dem vierten Schnittpunkte der Ebene und der Curve. 

Betrachten wir nun speciell eines der drei Systeme, für 
welche S und Z)' zusammenfallen. Dann ist das System der 
ABC mit dem der EFG identisch; die Punkte BjS,T und 
jRi, Si, 2\ fallen zusammen. Nach jedem der drei Strahlen r^s^t 
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ler projicirende Kegel Ton acht Kegeln zweiter Ordnung 
rt, welche noch je drei der neun Strahlen enthalten; von 
!egeln vieratrahlig, welche noch je zwei enthalten, 
m einem Kegel sechsstrahlig beröhrt. Dies letztere 
iiatsächlich eintreten, weit jetzt die Schmiegungsebene 
mch durch S und diejenige in B^ auch durch D' geht. 

Strahlen r, s, t für jedes der drei Systeme die Strahlen 
en Quadrupelpunkten deijenigen Curvenpunkte sind, für 
I die Schmiegungsebenen projicirend sind, so sind diese 
ysteme sechsstrahliger Berührung die 27 Berührungs- 
enden der Tangentialebenen, welche man aus den 

Wendekanten des Kegels Kg an diesen legen 

tdes Tripel von drei Strahlen ahc kann gleichzeitig als 
dreier Strahlen efg aufgefasst werden, nach drei solchen 
m kann also der Kegel Kg von einem Kegel zweiter Ord- 
lerührt werden und es ergeben sich somit drei Systeme 
,ch berührender Kegelflächen. Die Berührungs- 
änden von je zwei solchen liegen selbst in einer Kegel- 
zweiter Ordnung. Durch je zwei Berührungserzeugende 
drei Kegelflächen, welche noch in einer dritten Kante 
en. Unter allen giebt es drei Systeme von je einfach 
ich vielen, welche ein Mal zweistrahlig und ein Mal 
ihlig, 27 welche sechsstrahlig berühren. Hält man einen 
ungsstrahl fest, so liegen die jedesmaligen beiden an- 
. Ebenen dreier Büschel. Construirt man zu drei Punkten 
übene durch D' die fünfstrahlig berührenden Kegelflächen, 
;en die sechsten Schnittpunkte in einer Ebene durch S 
', d. h. die sechs Punkte auf Strahlen einer K^elfläche. 
;h entstehen an Zf zwei projectivische Bttschel, die ge- 
men Elemente führen zu Gruppen von je drei Strahlen 
Ireifach berührenden Kegels, so dass der fünfstrahlig 
ende Kegel in jedem der drei Strahlen noch durch einen 
iden andern geht. 

aeeiell folgt für unsere vorliegende circulare Curve 
Ordnung, dass durch jeden Punkt derselben drei reelle 
echs nicht reelle Osculatiooskreise gehen, deren 
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neun Osculationsp unkte mit dem gemeiaaamen Schnittpui 
in vier Systemen von drei Kreisen liegen. Der Kreis durch je < 
Punkte eines Dreiecks achneidet somit die C^ im genieinsch 
liehen Sclinittpunkte seiner drei reellen Oaculationskreise. 

Irgend zwei Dreiecke liegen im Weitern perspectiviach 
ein Dreieck von Punkten F der Curve; sind zwei der Pui 
F Wendepunkte, so ist es auch der dritte und die Figur 
S te in er'schen Polygons geht über in diejenige desPascal'sc 
Sechsecks. Die Ecken jedes Steiner'achen Sechseeits für z 
Wendepunkte als P.-Punkte, wie die vier Punkte K und 
beiden Punkte Sj auf dem Oval in Taf. V sind somit je se 
Punkte eines Kegelschnittes; sie gehören unter zwölf Syatei 
von je einfach unendlich vielen solchen zu denjenigen der ree 
Linie h, mit dieser als gemeinschaftlicher Paaeallinie oder Po 
und mit dem entsprechenden Punkt S als gemeinsamem 
Zu jeder Linie k gehören drei Dreiecke von Punkten J, in i 
chen je ein Kegelschnitt die Cj berührt, und welche in der 
zahl von 36 die gemeinsamen der eben genannten zwölf Syst 
mit den drei Systemen dreifuch berührender Kegelschnitte s 

Sehneidet mau das Projectionssystem der vorigen ün 
suchung mit einer beliebigen Ebene und spricht man 
räumlichen Constructiouen für das Schnittsystem aus, so 
man im Wesentlichen die Sätze der zweiten Steiner'sc 
MittheiluHg (Steiner: „Werke" Bd. II p. 377 ff.}. 



C. Die Steiner'schen IiiTolationeii fon Fandanientalpanli 
des SwSehlnsses für «=5*'; « = 2*.3*..5*' und 
allgemeine Zahl n. 

Die Weiterführong unserer Untersuchung hat sich 
nächst mit den Steiner'schen Polygonen von der Seiten: 
Zehn zu befassen, welche in analogem Sinne, wie bis an 
zur Primzahl Fünf gehören. Die Aufstellung aller Primz; 
involutionen und ihrer Combinationen , d. h. der Involu 
für die allgemeine Zahl n schliesst sich daran an mit 
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Einsicht, dasB das bis jetzt aufgestellte Transibrmati 
allgemeine Gültigkeit besitzt und den eigentlichen ( 
aller Steiner'achen Involutionen auf der Curve dri 
nung bezeichnet. Die luv olutions reihen für « = 2* 
dabei den andern Primzahl Involutionen gegenüber t 
hervorgetretene Sonderstellung bei; es wird sich späti 
dass eine analoge Absonderung auch in gewissem 
bezfiglich der Reihen für die Zahlen von der Forii 
exiatirt, und dass mit dieser die Bildung der versi 
Clebsch'schen Punktsysteme in engem Zusammenhai 

IZ. Ableitung der Reihe für n ^ B*> und ihre Transi 
in den bekannten Involatioosreihen. 

31. Wie bis anhin knüpfen wir die Betrachtung < 
liehen Verhältnisse an die degenerirten unter d< 
Secantenpolygonen. Ein solches besteht aus fünf Doj 
und vier Doppelseiten, abwechselnd der einen um 
Fläche angehörend und schliesst mit je einer Tang 
selben Flächen. Sei Äi...A^ ein solcher Linienzug, 
die Geraden A^A^, ■^4-^5 ^nd die Tangente in A 
A^A^, A^Ai und die Tangente in A^ je auf der r 
Fläche. Projicirt man das Fünfeck wieder aus eim 
spitze Mi auf die Curve nach Ai...A^', so liegen 
raden A^A^' und AjA^', also aach A^' A^ mid Ai A^- 
gewissen Fläche G des Büschels. Kbenso sind die 
Züge A^' A^A^' A^ und somit auch A^A^' A^A^ je 
einzigen Fläche gelegen, und da dies endlich auch i 
und AiA^' gilt, so bilden alle diese Geraden ein gesc 
Secantenpolygon A^ A^' AiA^' A^... von zehn Ecken ui 
welchem zu fünf der einen und andern Schaar dersetbt 
G angehören. Daraus folgt aber sofort, dass die 
A^..A^ alle gleich massig die Eigenschaft habe 
die Tangente in jedem von ihnen und die Verbi 
geraden der vier andern in zwei bestimmten 
dieselbe Fläche des Büschels zu erzeugen. 

Zwischen den fünf Punkten Ai sind zehn Verl 
linien möglich, sie setzen sich zu funfen als Seite 
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Fünfecke zusammen, je nachdem man jeden Punkt mit dem 
darauffolgenden, oder erst mit dem nächstfolgenden verbindet, 
also eine Ecke überspringt. Wir können also auch sagen, 
dass die Tangente mit einer Seite und einer Diagonale des 
Fünfecks Aj^.,A^ auf derselben Fläche liegt. Dem Diagonal- 
fünfseit entspricht eine zweite Fläche, welche geschlossene Zehn- 
seite enthält, deren Seiten, nicht aber deren Ecken, von den 
Zehnseiten der ersten Fläche V^^^^ verschieden sind. 

Die characteristische Lage von fünf solchen Punkten 
wollen wir dadurch ausdrücken, dass wir sagen sie bilden 
ein Fünfeck; die zehn Verbindungslinien der Ecken 
eines solchen Fünfecks begegnen der Curve dritter 
Ordnung in der Projection paarweise in den fünf 
Schnittpunkten derselben mit den Tangenten seiner 
Ecken. Die Construction solcher Fünfecke ist an diejenige 
der Zehnschlussflächen V^^^^ geknüpft und wir wenden uns 
daher zuerst zur directen Bestimmung dieser Flächen. 

Die fraglichen Flächen V^^^^ haben die Eigenschaft, dass 
ihre Regeischaaren sich in Involutionen fünfter Ordnung 
gruppiren, so dass fünf Erzeugende der einen sich mit fünfen 
der andern Schaar zu einem geschlossenen Linienzuge zu- 
sammensetzen. Nebst der Raumcurve i?^, von der wir aus- 
gehen, ist das Erzeugniss eine zweite solche und ein Kegel- 
schnitt in einer Tetraederebene P, ; in Bezug auf diese Ebene 
und ihre Gegenecke ist jedes Polygon centrisch involutorisch, 
so dass zu jeder Fläche V^^^^ wieder eine Ecke Mi und 
Gegenebene P, gehören, für welche die Ecken des Polygons 
paarweise perspectivisch liegen und in welcher sich die Seiten 
paarweise begegnen. Betrachtet man nun ein degenerirtes 
Polygon mit einem Scheitel S^ als Ecke, und geht man von 
dieser aus um zwei Polygonseiten weiter, so gelangt man zum 
Berührungspunkte einer auf der Fläche liegenden Tangente, 
mit welcher das Polygon sich schliesst. Sei nun G eine be- 
liebige Fläche des Büschels und die Tangente in S^ liege auf 
der Kegelfläche aus üfj, so gehen durch jede der drei Tetra- 
ederkanten, die in Mi zusammentrelen, zwei Tangentialebenen 
an diese, welche der Raumcurve in Punkten P einer acht* 
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panktigen Gruppe begegnen, welche also in Paaren auf vier 
Geraden durch Mi liegen. 

Die vier Ebenen nach diesen Geraden durch S, bestimmen 
eine Vierei^ruppe und die Ebenen durch yS, nach den B.-Qua- 
drupeln derselben bestimmen als Tangentialebenen sechszelin 
Flächen 6, von der Eigenschaft, dass man von S, aus auf 
jeder derselben bis zum Schnitt mit der Curve auf zwei Er- 
zeugenden weiter gehen kann, um zu einem Punkte P zu ge- 
langen. Ergänzt man die Fläche G zu einer Vierergruppe, so 
entstehen sechszehn Gruppen 6, derselben Involution; durch 
die Flächen G sind die Flächen G^ eindeutig bestimmt, aber 
auch umgekehrt, so dass wir zwischen den Gruppen der Vierer- 
involution ein 1 — 16-deutige3 Entjsprechen haben. So oft eine 
Gruppe G mit einer Gruppe G, zusammenfällt, haben wir vier 
der gesuchten Flächen F<"*'. Es wird das Zusammentreffen im 
Allgemeinen für siebzehn Gruppen eintreten, aber nach der 
Natur des Entsprechens sind fünf dieser Gruppen die schon 
geftmdenen des Sechsschlusses F'^* und die Gruppe der Kegel- 
flächen. 

Es giebt somit zwölf Gruppen von je vier Flächen 
F'^*'. Man kann sie aber auch als vier Gruppen zn je zwölf 
auffassen, wobei die Zehnseite der Flächen einer solchen 
Gruppe aus derselben Ecke Mi des Tetraeders doppelt pro- 
jicirt werden. Sie bilden dabei sechs Paare derart, dass für 
jedes Paar die Ecken aller Zehnecke beider Flächen dieselben, 
für je zwei Zehnecke auf einem solchen Paar also nur die 
Seiten verschieden sind. Projiciren wir also aus einer Ecke 
Mi irgend ein Fünfeck auf die Kaumcurve, so bilden beide 
zusammen die Ecken zweier Zehneeke auf einem Paar von 
Flächen F(i«). 

Zwischen den zehn Ecken sind 45 Verbindungslinien 
möglich, nämlich die 20 Seiten der zwei Zehnseite, die 5 Ver- 
bindungsgeraden durch Mi und 10 Verbindungslinien innerhalb 
jedes Fünfecks. Von den sechszehn Gruppen von Flächen Gj 
sind je vier reell, es werden also von den zwölf Vierergruppen 
vier, also sechszehn Flächen F""' reell sein; von diesen sind 
zwei hyperbolische, zwei elliptische Gruppen. Mittelst der 

BLateti, ScUleBtuugipcabliiDie. e 
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beiden Gruppen von hyperbolischen Flächen F""' kö 
reellen Fünfecke dargestellt werden, ihre Seiten b 
mit den zugehörigen Ecken Mi zwei FUnfseite von 
welche dem Kegel aus Mi eingeachriebeu und den 
kegeln eines Paares von Flächen F'^"* umschrieben i 

32, Setzen wir also auf Taf. VII analog wie aul 
U^ als die Spur des Umrisskegela aua M^ an ein« 
den zu Mg gehörenden Flächen F'"*' fest, ao ist da 
die Spur des Umrisskegels an die andere des Paares 1 
welche nicht eingetragen; L^ berührt wieder das reell 
paar des durch U^ und L^ bestimmten Umrisssys 
Flächenbüschels aus der Ecke M^, und ergänzt d 
Daten der Disposition der Durchdringung vollständ 
jenige der Spur ig ein- und U^ umschriebene Fünfse 
eine Ecke der Punkt M^' ist, ist die Doppelproject 
Zehnecks der Raumcurve aus M^, fQr welches das 
eine Ecke ist. Die Ecken -desselben projiciren sich 
zwei Fünfecke Ni...N^ und Ni'...N^, wo Jf/ mit , 
tisch ist. Die Verbindungslinien und Tangenten de 
der gestrichenen Nt des Ovals bestimmen räumlich fünl 
für welche die Gruppe der Verbindungslinien des Cent 
den fünf Punkten des Fünfecks auf dem unendlichen 
Bilde die projicirende ist; es schneiden sich somii 
Tangente und und zwei Verbindungslinien der Punkt 
strichenen Gruppe in einem Punkte der ungestriche 
die Tangente in N,', und die Geraden N^' N^' und . 
TV, u. 8. f., und weil ausserdem der Punkt N^ der 
unserer Figur ist, so sind die Geraden N^' N^ unc 
gleichzeitig die Spuren der projicir enden Tangent 
s,<i») an die Flächen F'»"! von den Umrissen U^. 

Ebenso schneiden sich die Tangenten 
Ecken Ni...N^ mit je zwei Verbindungslin 
vier andern in Punkten der Curve C^, wie die T 
in N, und die Geraden N^N,, N^N,^ in F„ die Ti 
in N^ mit N^N, und N^N^ in F^ u. s. f., den Dt 
punkten der projicirenden Erzeugenden einer Gruppe 
reellen Flächen. Ergänzen wir jeden der Punkte Ni 
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Quadrupel, so erhalten wir durch ihre Tangenten 
Flächengruppe, und sie ordnen sich daher in dre 
Gruppen zu fünf von drei Fünfecken, so dass auch 
bindungslinien der vier übrigen jedes Mal mit der 
im fünften paarweise durch einen der Punkte Fi ge 
trachten wir nun unter den Punkten Fi zwei speci 
F, und F^, so können wir den Linienzug N^N^N^. 
dem Oval in Verbindung mit den Tangenten im 
und Endpunkte durch F^ und Fi reap. als degenerir 
seit auffassen: die beiden Geraden Nj^N^ und A 
die Tangente in N^ durch i^, als je eine Gruppe 
Strahlen mit zwei paarweise Tereinigteo; eheuso dii 
J^a-^i» -^3 -^5 un^ die Tangeute in Nt als analoge G 
Punkte Fi. Dieser Linienzug wiederholt sieb in gh 
Zeichnung für Punkte des unendlichen Aates — in 
nicht eingetragen — , so dass am Punkte F^ und 1 
Strableninvolutton fünfter Ordnung durch je zwei Or 
stimmt ist. 

Lassen wir ausser diesen heiden die Gruppen, w 
dem gemeinsamen Scheitel strahl entspriugen, sich prc 
entsprechen, so geht aus dieser Verbindung eine Gurv 
Ordnung mit vierfachen Punkten in F^ und F^ und mi 
punkten in N^, Ng, N^ hervor. Unsere Curve Cg begeg 
den vierfachen Punkten, in den sechs Doppelpunkten ur 
sie in den zwei Punktepaartn N^ und N^, hat also 28 P 
ihr gemein, oder ist Bestandtbeil von ihr. Aber wir 
im Weitem, dass die zwei Gruppen von fünf Strahle 
Doppelelemente enthalten und die Involution bestimn 
Paare einer quadratischen Involution sind, weil 
Strahl der einen Gruppe ein Strahl in der andern gi 
mit dem ersten nach Punkten desselben Quadrupels | 
mit zerrällt das Gesammterzeugnisa in unsere Cj, ii 
mit zwei Doppelpunkten in F, und Fi reap. und 
Kegelschnitt K durch diese. 

Irgend zwei entsprechende Gruppen in beidei 
tionen schneiden sich in '25 Punkten des Gesammterzi 
auf jedem Strahl gehören zwei Punkte der Cj, zw 
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und einer dem Kegelschnitt K an; für jede der Curven C^ 
und (74 bilden die zehn Punkte die Ecken eines Steiner'schen 
Zehnecks; auf dem Kegelschnitt K entstehen dabei fünfpunktige 
Gruppen der Involution fünfter Ordnung, nach welchen die 
Strahlen entsprechender Gruppen gehen. 

Weil aber femer die Verbindungslinien und Tangenten 
innerhalb jedes der vier Fünfecke Ni dieselbe Flächengruppe 
von fünf ergeben, so folgt, dass man auch die Linienzüge 
N^N^N^^Nr^N^ mit den Tangenten N^ und N^ durch F^ und 
jFg und ebenso NiNp,N2N4^Nq mit den Tangenten in N^^ und 
JV3 durch Fj und F^ , endlich N^ N^ N^ N^ N^ mit den Tangenten 
in iVi und ^5 durch F^ und F^ je auf dem Oval und auf 
dem unendlichen Aste als degenerirte Zehnseite auffassen kann^ 
so dass man jeden der vier Punkte F2..F^ mit F^ com- 
biniren kann, ohne dass die zwei Gruppen, welche 
die Involution bestimmen, sich ändern. Daraus folgt 
aber, dass die dem Scheitelstrahl F^^F^ an F^ entsprechende 
Gruppe ausser der Tangente in F^ aus den Strahlen nach F^, 
F^y F^ besteht oder allgemeiner, dass in jeder Involution an 
einem der Punkte Fi die Strahlen nach den vier andern mit der 
Tangente in ihm selbst ein Element bilden. Das aus den 
Gruppen mit gemeinsamem Strahl entstehende Polygon ist in- 
sofern ausgezeichnet, weil die F.-Punkte J?\ und F^ selbst als 
Ecken auftreten; von den acht übrigen sind drei die noch 
fehlenden Punkte Fi und die übrigen sind fünf neue Punkte 
T,, unter diesen die Tangentialpunkte T^ und T^ der Scheitel 
jFi und F^\ und da nach der Bedingung für den Vier- und 
Sechsschluss die Tangenten in F^ und F^ und ebenso die 
Verbindungslinien ihrer Tangentialpunkte mit den F.-Punkten 
sich nicht auf der Cg schneiden können, so gelangen wir 
zu drei weitern Punkten Tg, Tg, T5 und damit zu dem 
von Steiner aufgestellten Kriterium für den Zehn- 
schluss« 

Demnach characterisiren sich die fünf Punkte Ti folgender- 
massen: Zwei derselben I\ und T^ sind die Schnittpunkte der 
Tangenten in F^ und F^ mit den resp. Geraden F^F^ und 
F^F^^ die drei weitern sind Schnittpunkte der Seiten des 
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Dreiecks der drei andern Fi, und zwar T^ der Scbnit 
Seite F^F^ mit FfF^; Tg der Schnitt von F^F^ mit 
und 2*2 der Schnitt von FtF^ mit J^j;. Da aber je 
Punkte Fi als F.-Punkte dieselbe Anordnung der 2"^ in 
lischer Vertauschung wiederholen, so folgt, dass die ' 
gente jedes Punktes Fi von zwei Verbindungsger. 
der vier andern in ihrem Tangentialpunktegeachni 
wird, oder dass die Punkte Fi ein Fünfeck bilden, 
_ Somit haben auch je zwei Punkte Ni die EigenschafI 

F. -Punkten und es liegt in der That in der Figur fUr 
Paar von solchen ein degenerirtes Polygon vor. Aus i 
eiuzigen reellen Fünfeck können daher alle reellen durch 
bindnng mit allen Punkten der Cg erhalten werden, ge 
der doppelten räumlichen Erzeugung» weise der Flachengru 
die wieder stattfindet (Art, 3). 

33. Zur Betrachtung der reellen Fünfecke sind wi 
führt worden durch die Einführung der beiden reellen Ud 
kegelschnitte U^. Die ihnen umschriebenen Fünfseite kc 
wir durch eine an der Kante M^M^ liegende Ebenen- 
lution ersetzen und die acht Doppelelemente nach der 
rührungspunkten der gemeinsamen Tangenten von U^ uu 
bestimmen. Aber neben dem einzig reellen giebt es 
fünf Paare von Umrisskegelschnitten U^, die unter sich 
analoge Beziehung haben und auf zwei elliptische und 
Mal auf zwei nicht reelle Flächen F'^"' führen; so daj 
jeder Ecke 20 neue nicht reelle Punkte hinzutreten. Eine '. 
des reellen Fünfecks ist somit gemeinsame Ecke von i 
Fünfecken; aus jedem entsteht eine Gruppe von fünf PIs 
und alle diese haben die aus der Tangente der gemeinsi 
Ecke entstehende gemeinsam. Diese Fläche entsteht also 
Mal, enthält 10 Verbiudungsgerade der 20 neuen Punkte 
neben ihr entstehen 20 neue nicht reelle Flächen, welch' 
mit unter sich und mit den fünf reellen gleichmässi^ 
Eigenschaft haben, dass je zwei von ihnen eine unend 
Folge Steiner'scher Secantenpolygone zulassen. Die 20 [ 
Punkte besitzen deshalb allen Ecken des reellen Fun 
gegenüber dieselben Eigenschaften, d. h. sie lassen sich 
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aus als sechs FSnfecke mit dieser als gemeinscliaftlicl 
darstellen. Wir haben somit eine geschlosse 
ppe Ton 25 Punkten und Flächen; die Punls 
en sich iu 30 Faufecke (und 30 Diagonalfiinfeck 
jeder Ecke aus als sechs solche, darstellen u 
8 Mal in fünf Fünfecke so gruppiren, dass die 

25 Punkte umfassen. 

Ihre 25-12 Verbindungslinien liegen zu 12 auf je( 
de und zwischen den fünf Gruppen Gi,..G^, welche a 
othalten, bestehen dieselben Beziehungen, wie zwiscli 
fünf Punkten einer solchen, d. h. eines Fünfecks seit 
zehn Ebenen durch die fünf Ecken F, eines Fünfei 
in die Raumcurve paarweise in fünf Punkten S,-, d 
littpunkten der Schmiegungsebenen in den 

Punkten eines neuen Fünfecks. Die Verbindun 
1 der Fi und iS, liegen daher auf den durch die Tangen' 
Pi bestimmten Flächen, gehören aber zur andern Schs 
h jeden Punkt Fi und den entsprechenden S; gehen zw 
len nach solchen Verbindungsgeraden zweier Fi, weh 
der Tangente in Fi auf derselben Fläche liegen; sie bih 
35- 12 Verbindungsebenen dreier Punkte innerhalb jei 
30 Fünfecke, von denen jedes zu zehn Ebenen fül 
ch irgend zwei Punkte Fi von 25 sind demna 
drei übrigen des Fünfecks mittelst der Punl 
ind aus zwei Paaren von Funkten verschiedet 
fecke ist daher die ganze Gruppe von 25 s 
1 bestimmt. Zwischen den 25 Punkten Fi sind 25- 
binationen zu zweien möglich, welche ein Fünfeck v( 
lig bestimmen; jedes Fünfeck wird dabei zehn Mal 
:n, ihre Anzahl ist also 30, wie bekannt. 
Die Involution des Zehnschlusses ist somit v 

Ordnung 25, Jede Fläche lässt sich mit 24 and' 
>iniren, aber je vier derselben erzeugen auf ihr diese) 
lution ihrer Regeischaaren, so dass sechs verschied) 
le auftreten; nach dem Baue dieser Involutionen fünl 
lung sind die acht Doppelelemente derselben vier Pai 
■ quadratischen Involution. Im Ganzen haben wir 
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mit 48 Doppelelemente auf unserer Fläche; sie Bchneidei 

24 B,-Quadrnpel der mit der betrachteten combiairten Flä 
heraus und bestimmen für die Schaar, welche die Centr 
tangente schneidet, die 48 projicirenden Tangentialebene: 
die Flächen V<^'>K 

34. Verbindet man also die 25 Punkte einer Gr 
unter sieb, so entsteht eine Gruppe von 25 Flächen; verbi 
man jetzt aber die Punkte der vier verschiedenen 6ru[ 
zu 25 ihrer B.-Quadrupel, so entstehen drei neue Flächengru] 
Man siebt ohne Weiteres, dass dies die Ergänzung in de 
volution des Yierscblusses ist, und dass jene Flächen 

25 Vierergruppen bilden. Weil aber für jede Involution fü: 
Ordnung die Eigenschaft besteht, dass sich zwei Gruppen 
selben als fünf Paare einer der quadratischen Involuti 
darstellen, so ist das TransformationsgeBetz auch für 
Regelscbaaren gültig, und man beweist, wie in Art, 21 i 
Zuziehung der Hülfsdäche, dass die neue Involution 
der Ordnung 10^ diejenige des Zwanzigschlusses 

Unter den Doppelelemeuten der Involution zehnter Ordi 
der Kegelschaaren sind die Doppelelemente der beiden 1 
lutionen zweiter und fünfter Ordnung enthalten, dann 
vier weitere Paare aus der Ergänzung des Paares der 
dratiachen in der Involution fünfter Ordnung, also : 
Paare. Die Betrachtung eines degenerirteu Zwanzigseits : 
sofort, dass wieder je vier Flächen mit der betrachteten 
selbe, also im Ganzen 18 verschiedene Involutionen entst 
lassen. Unter der Gesammlzaht ihrer Doppelelemente 
enthalten jedes Mal ein Paar von Linien g, und die 
Doppelelemente der Partialinvolution fünfter Ordnung; 
eigentliche solche bleiben somit 18* — (18>8+ 18-2) oder 
Dies ist somit auch die Zahl der Flächen F'^"'; welch 
der Tbat erhalten werden durch Ergänzung jeder Fläche 
in der Involution des Zehnschlusses. Ihre Anzahl ist s 
6-24, eine Zahl, welche durch die uneigentlichen Doppelflä 
F<*> und F*'"! auf 198 gebracht wird. 

Die Eigenschaft der Involution fünfter Ordnung der Ri 
Eicbaaren, ihre Gruppen paarweise als fünf Paare einer 
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dratischen Involution darstellen zu lassen, berechtigt sofort 
zur Anwendung des Schlusses, den wir schon für die Involu- 
tionen dritter Ordnung (Art. 21) durchgeführt haben: 

Die Transformation der Involution des Zehn- 
^i Schlusses in derjenigen für die Zahl 2* ist mit ihrer 

||> . Umkehrung identisch. Sie giebt die Involution von 

4v der Ordnung (5-2*)^ des 2'2*«5-Schlusses und ist so- 

'x mit äquivalent der Multiplication der Polygonseiten- 

zahl mit 2* resp. 5. 

Zu jeder Gruppe von 25 Punkten jF, gehört eine solche 

von 25 Schnittpunkten Si ihrer Schmiegungsebenen; aber zu 

jedem Si gehören je noch acht weitere Schmiegungsebenen, 

^ deren Berührungspunkte mit Si und unter sich verbunden je 

, eine Gruppe von neun Flächen ergeben. Betrachten wir das 

» reelle Fünfeck der Fi und suchen wir zu jeder seiner Ecken 

die beiden andern des reellen Dreiecks, so entstehen da- 
durch zehn neue Punkte, sagen wir F/. Die Verbindungs- 
linie zweier F/ ist entweder Verbindungslinie zweier Ecken 
desselben Dreiecks, also mit der Tangente der Gegenecke 
oder eines Punktes Fi auf derselben Fläche gelegen — solcher 
Linien ^iebt es fünf — , oder sie ist Verbindungslinie der 
.. Ecken zweier Dreiecke. Von ihren sechs Ecken liegen zwei 

/ in zwei Punkten Fi, und zwei der sechs Verbindungslinien 

^- der vier übrigen Fi liegen mit der Verbindungslinie zweier 

H\ Fi auf derselben Fläche. Solcher Linienpaare giebt es so 

p^" viele, als Combinationen von fünf Punkten zu zweien, also 

zwanzig Linien. 

Somit sind zwischen den zehn Punkten Fi 25 Verbin- 
dungslinien derart möglich, dass sie zu fünf auf den Flächen 
einer Gruppe liegen; sie theilen somit die Punkte F/ noth- 
1^: wendig in zwei Fünfecke. Die fünfzehn Punkte i^i und F/ bilden 

demnach nicht nur fünf Dreiecke, sondern auch drei Fünfecke, 
und die durch ihre Tangenten und Verbindungslinien gebil- 
H deten Flächen sind daher die reellen dreier Gruppen zu 25 

r,vr und von fünf Gruppen zu neun. Das Analoge gilt für die 

H nicht reellen Flächen der betrachteten Gruppen. Es ist also 

hier aus der Darstellbarkeit der Punktegruppen als Dreiecke 
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resp. Fünfecke unmittelbar evident, dass die ümkehrbar- 
keit der Transformation für die Flächeninvolution 
diejenige für die Begelschaarinvolutionen nach sich 
zieht; und dass somit die erhaltene Involution diejenige ist, 
welche Steiner'sche Polygone von 30 Seiten liefert. 

Jede Fläche kann mit 192 andern combinirt werden; je 
acht derselben erzeugen dieselbe Involution mit 24 • 28 Doppel- 
elementen, worunter 24 «12 uneigentliche. Es bleiben somit 
384 eigentliche als die Anzahl der sich selbst entsprechenden 
Flächen V^^^\ Im Ganzen hat die Involution als von der 
Ordnung (3 • 5)^ Doppelelemente in der Anzahl 448; es bleiben 
nach Abzug der Flächen V^^^ und F^^^> in der That nach 
384 Flächen FW. 

Fassen wir nun die Punkte einer solchen Gruppe von 9 • 25 
auf als Punkte Si, so hat jede Partialgruppe von 25 unter 
ihnen die Eigenschaft, als Schnittpunktgruppe sämmtlicher 
Schmiegungsebenen einer andern Gruppe von 9 • 25 Punkten 
Fi hervorzugehen. Weil die Si sowohl 25 Gruppen zu neun als 
neun Gruppen zu 25 sind, wie wir soeben bewiesen, so bilden 
die aus ihnen aufs Neue abgeleiteten Gruppen Fi 25 Gruppen 
zu 81 Punkten und umgekehrt; und diese ümkehrung gilt 
auch zwischen den Partialgruppen, oder den Fünfecken und 
Neunecken, die auftreten. Auch hier kann durch jedesmalige 
Auffassung einer Punktegruppe Fi als Gruppe Si der Ueber- 
gang von einer Involution aus einer Potenz von 3 zur nächst- 
folgenden vollzogen, d. h. die Transformation in der Invo- 
lutionsreihe für Polygone von 2 • 3*^ Seiten ausgeführt werden, 
mit der Eigenschaft, dass zugleich fünf Gruppen von je 3^' Ele- 
menten auch 3*^ Fünfecke sind. 

Diese Erweiterung ist somit diejenige des 2'3*i-5- 
Schlusses, oder äquivalent der Multiplication mit 3^*. 

35. Wir kehren zur Involution des Zehnschlusses zurück. 
Je 25 Punkte lassen sich sechs Mal in fünf Fünfecke zusammen- 
fassen, zwischen welchen derselbe Zusammenhang besteht, wie 
zwischen den Ecken eines solchen selbst. Bezeichnen wir 
jetzt die Gesammtheit der 25 Punkte als ein Element (r^, so 
kann man auf der Baumcurve zwei weitere variable Gruppen 
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Gi annehtDen, und mittelst der durch die erste bestim 
Flächeugruppe vod ilinen zu zwei neuen solcheu überg< 
Dauu ist es möglich diese vier so zu bestimmen, dase zwU 
ihnen der Zusammenhang von Punkten eines Fünfecks i 
findet, so dass durch zwei unter ihnen die drei anderi 
stimmt sind. Betrachten wir als Repräseu tauten der e 
Gruppe ihr reelles FQnfeck und entsprechend bei den 
andern, so haben wir jetzt eine Gruppe von fünf reellen I 
ecken, so gelegen, dass die Verbindungslinien und Tang« 
innerhalb jedes Fünfecks eine Flächengruppe erzeugen, 
der auch die Verbindungsgeradeu zweier bestimmten I 
der vier andern gelegen sind. Auf jeder Fläche liegen ! 
dieser Geraden. 

In der Projection schneiden sich somit die Verbindi 
linien zwischen den 35 reellen Punkten 3Ö Mal zu zwöll 
den Tangenten in 35 neuen Punkten. Jeder Punkt kann 
30 andern verbunden werden, welche mit ihm nicht zum si 
Fünfeck gehören. Die durch zwei solche Punkte gehe 
zwölf Geraden setzen sich zu einem geschlossenen Linien 
von 34 Doppelseiten zusammen und sind im Anfangs- 
Endpuukte mit Tangenten durch eben diese Punkte geschio 
sie bilden also ein degenerirtes Polygon von 50 Seiten, 
für die Lagenbeziehung der reellen Fünfecke gilt, bleibt 
bestehen für die Gruppen von 35 Punkten, zu denen bu 
hören; also zunächst für fünf Gruppen G, von 25 FunI 
die analoge Anordnung von fünf Gruppen Gi lässt sich 
selbst noch vier Mal wiederholen, so dass wir jetzt 35 Gru 
Gi haben, mit genauer Befolgung des Zusammenhangs zwis 
ihnen, der für 35 Punkte stattfindet 

Die so entstehende Involution ist von der Ordnung 
und diejenige des Fünfzigschlusses. Jede Fläche lässt 
mit 24-35 andern combiniren, je 20 Flächen ergeben 
ihr dieselbe ßegelschaarinvolution ; als eigentliche Doppt 
nieute bleiben nach Abzug derjenigen für den Zehnsd 

- r — 48 öW - ■ 8 oder 1200; dies ist auch die Anzah 

Flächen F***>, die wir direct aus den 48 Flächen F'"" 
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in durch Erweiterung ihrer Gruppen iu der neuen 
jn. 

Gehen wir wieder zur Erweiterung in der Invol 
nter Ordnung über, so enthält jetzt jede Gruppe 25 
ikte, zu welcher nun 50 neue reelle hinzutreten. Von d 
t sich genau wie vorhin beweisen, dass sie sich in 
ppen von 25 theilen, d. h. daas die 75 reellen Punkt 
men sowohl 25 Dreiecke, als drei Gruppen von 25 

die erst«. 

Im Bilde besitzen wir daher drei Gruppen von 25 r( 
kten; aus der ersten entspringen durch die Verbind 
iu die 25 Punkte der Tangen tialgruppe, durch welche 
(25)' Verbindungsgeraden der beiden andern Gruppen g 

analog für die Tangentialgruppen dieser. Durch 

75 Tangential punkte gehen somit 37 Gerade und 
gente; sie wiederholen genau den Zusammenhang der 
gsgruppe, d. h. sie sind drei Gruppen zu 25, und i 
rt; aber auch 15 Gruppen zu fünf und umgekehrt. 
kt F kann demnach mit 40 andern conibinirt we 

welchem er nicht F,-Punkt ist für Polygone von 10 
Seiten, und durch welche Punkte nebst den Tangente 
angs- und Endpunkte je 37 Gerade eines continuirl 
ienzuges gehen, der als degenerirtea Poljgoa von 150 t 
lufassen ist. 

Dasa diese neue Involution solche Polygone liefern 
% auch schon ans der Umkehrbarkeit der Transform 
Jen Partialgruppen; diese gestattet aber sofort die 
Dung dieses Gesetzes auf die Erweiterung fflr Gn 

3**1 Punkten, so dass die Involution von der Ord 
■3*'}* auch diejenige der umgekehrten Transformatio 

Polygone von 2 ■ 5* ■ 3*' Ecken und Seiten liefert. 

Andrerseits kann aber die Gesammtheit von (25)^ Pu 
neues Element Gi aufgefasst und durch 24 andere wied 
ir neuen Gruppe G er^nzt werden ; so dass wir bei ftj-mi 
iderholung dieser Erweiterung eine Flücheninvotutioi 

Ordnung (5*')* besitzen, deren Regelschaaren in pr( 
he Involutionen von der Ordnung 5*> geordnet sind 
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sich zu Polygoueu von 2 ■ Ö*"' Seiten zusammenfügen. Um 
dabei die Involutionen der Begelschaaren ebenfalls das ( 
befolgen, dass ihre Gruppen eich aus je fünf solchen de: 
hergehenden Involution zusammensetzen, so berechtig 
diese Eigenschaft zu folgendem Schlüsse: 

Die Erweiterungen der drei Involutionsre 
welche den Steiner'echen Polygonen von 2 ■ 2", 1 
2 ■ 5'' Seiten entsprechsn unter einander, sind i 
hängig von der Reihenfolge der Ausführung 
liefern alle Involutionen, die zu Stein er' schei 
cantensjstemen von 2 ■ 2" ■ 3''' ■ b' Seiten gehören; 
Transformation ist also äquivalent einer Muli 
cation der Polygonseitenzahl resp. mit 2", 3i*, 5*' 

X. Ableitimg und Transformation der Involutionsreihe 
allgemeine Primzahlen.. 
36. Die Betrachtung der nächstfolgenden Involution li 
sich an die Primzahl Sieben; und wieder würde sich hier z 
dass die Ecken eines degenerirten Polygons im vorigen 
ein Siebeneck bilden, d. h. dass die Tangente einer Eck 
drei Verbindungslinien der sechs andern auf derselben I 
liegen. Die 21 Verbindungslinien zwischen sieben st 
Pimkten bilden drei Siebenseite, das genannte und seini 
den Di^onalsiebenseite. Die Projection der sieben Ecke 
einer Kegelspitze Mi sind die vierzehn gemeinsamen Ecke 
drei verschiedenen Polygonen, deren Seiten auf drei Fl 
F^^** liegen, und durch deren Construction die Gesami 
solcher reeller Siebenecke erhalten wird. Nachzuweisen 
jetzt, dass diese Doppelelemente einer neuen Fläc 
Involution sich 24 Mal als Gruppen der Viereri 
lution darstellen und vier Mal zu 24 in den Zusam 
hang gebracht werden können, dass es je drei i 
ihnen giebt, welche für alle ihre Polygone nur 
schiedene Seiten, stets aber gemeinschaftliche E 
haben, so dass wir vier Mal acht Gruppen von drei Fli 
haben, deren Polygone sich für eine bestimmt« Kegelspits 
ein Siebenseit und seine beiden Diagonabiebenseite proji 
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ie Regeischaaren anf diesen Flächen bilden Involutionen 
>r siebenten Ordnung und erzeugen einen Kegelschnitt, 
der Gegenebene P,- des Punktes Mi gelegen ist. Jede 
äines reellen Siebenecks ist dann gemeinschaftliche Ecke 
von sieben andern; die 42 neuen Flächen, die durch 
FbinduDgelinien und Tangenten aus diesen entspringen, 
mit allen Flächen, die aus dem reellen Siebeneck hervor- 
die Eigenschaft gemein, sich zur Bildung Steiner'scher 
te verwenden zu lassen. Daher haben alle sieben reellen 
dieselbe Eigenschaft, dass sich jene 42 neuen Punkte 
neu aus in sieben Siebenecke gruppiren lassen. Jedes 
ht Tripel von Flächen F<"' kann aber, wie das reelle, 
isgangssiebeneck liefern, und wir haben somit eine ge- 
lene Gruppe von 7* Punkten, welche sich in 56 Sieben- 
usammenfassen lassen, je als acht Siebenecke mit ge- 
haftlicher Ecke und acht Mal als Siebenecke, welche 
i Punkte enthalten. Sie bestimmen durch ihre Tan- 
und Verbindungslinien ein Element der Flächeninvo- 
49. Ordnung des Vierzehnscbiusses. 
f. Bevor wir an den Nachweis der 24 Vierergruppen 
lachen F'"' treten, decken wir noch eine Eigenschaft 
jetzt betrachten Flächeninvolutionen auf, deren wir in 
Ige bedürfen. 

eilt man von den fünf Punkten A^'^K , . A^'^^' eines Fünf- 
einer Gruppe von 25 auf einer beliebigen Fläche weiter, 
iselnd auf Erzeugenden der einen und andern Schaar 
a\ bis zum Schnitt mit der Curve, so gelangt man zu 
leihe von neuen Gruppen Ai'^K.-A^^'K Zu der betrach- 
E'läche gehören vier weitere der reellen einer Gruppe 
; eine von diesen iat bestimmt durch die Verbindungs- 
-^i'^'-^a'^'- I^'^ neuen Punktegruppen, die von derselben 
igsgruppe aus jetzt durch Fortschreiten auf dieser Fläche 
en, sind offenbar identisch mit den vorigen, nur mit 
nterschiede, dass in der ersten der abgeleiteten Gruppen 
D jeder folgenden eine weitere cyklische Vertau- 
g der Elemente stattgefunden hat: so dass bei fünf- 
m Vorwärtsschreiten sich wieder dieselbe Anordnung, 
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wie in der Ausgaugsgnippe vorfindet; analog für jed* 
drei andern Flächen der Gruppe, so dasa die fünf Stn 
welche voD demselben Ausgangspunkte Ai^^ ausgingen, 
wieder im selben Endpunkte Ai^"'^ begegnen. Bildet man 
diese Linieuzüge von einer Gruppe von 25 Punkten aui 
25 Flächen einer Gruppe, so tritt jedesmal nach fünf S 
wieder dieselbe Anordnung ein, und weil die Involutionei 
zu den Combisatiouen der Potenzen von Drei und Fünf gel 
die characteristischen Eigenschaften bewahren, so gilt 
Beziehung für jede Zahl von der Form 3''-5i* und 
zu dieser gehörende Gruppe der Involution. 

Wir besprechen die Besonderheiten, die für den FaJ 
Involutionen von der Ordnung 2'^ eintreten. Geht mai 
einem Punkte A^ der B^ auf den Flächen einer Vierergr 
weiter in dem genannten Sinne, so vereinigen sich jedi 
nach einer geraden Anzahl von Seiten diese wieder in « 
einzigen Punkte. Ergänzt man den Punkt Ä^ zu einer V 
grnppe und führt für diese die Operation aus, so gelangt 
bei zweimaligem Vorgehen zu einer zweiten Vierergnipj 
doss jedem Punkte A^'-'> der ersten ein solcher Ap-^ der zw 
entspricht, zu dem man vom ersten aus auf allen vier Fli 
gelangt. Erweitert man nun die Flächengruppe zu einer so 
von sechszehn Flächen, so treten dadurch drei neue Vierergri 
von Punkten auf, und erst die nochmalige Wiederholunj 
Verfahrens führt sie auf eine einzige Endgruppe von 
Punkten A,^^^ zurück, so dass jeder Punkt derselben vom 
sprechenden der ersten Gruppe um vier Polygonseiten en1 
liegt. Die Erweiterung zu einer Flächengruppe von 64 
drei neue derartige Gruppen und die nochmalige Wiederhi 
des Processes eine einzige Endgruppe von vieren, von « 
jeder um acht Polygonseiten vom entsprechenden der e 
Gruppe absteht. Diese Beziehungen beruhen auf dem 
stände, dass zwischen vier Untergruppen eines Elemente 
Zusammenhang der Punkte einer Vierergruppe wiederholt 
sie besitzen daher allgemeine Gültigkeit, so dass es ! 
ein Involutionselement von 2^ Flächen giebt, wc 
alle gestatten, zwischen zwei gegebenen Punkte 
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und A^ ein Polygon von 2* Seiten ihrer £rzeu; 
einzuschalten. 

Verbindet man nun die Schnittpunkte jeder Erze 
einer beliebigen Fläche des Büschels mit einem Punk 
6.-Quadrupels, so werden dadnfch die Flächen involutoi 
paart and es lässt sich leicht beweisen, dass die Verbi 
linien der beiden B.-Quadrupel jedes Paares stets Erz 
derselben Vierergrappe bleiben, derjenigen näm 
der das betrachtete Hyperboloid selbst gehört. Aus dies 
stände folgt: Construirt man mit beiden Schaaren e 
liebigeu Fläche einen fortlaufenden Linienzug Ä^AgA^ 
struirt man ihn sodann auf einer der vier Flächen, w( 
Stelle des ersten Seitenpaares A^A^Ag, also zwischen 
A^ vier Seiten einzuschalten gestatten, so fällt jedes H 
vier Seiten eine Ecke des neuen Polygons mit einer '. 
von ungeradem oder geradem Index des alten zusam 
nachdem man den neuen Linienzug mit der einen odei 
Schaar begonnen. Die Anwendbarkeit und GUltigkei 
Satzes auf das neue Polygon ist ebenso evident und 
daher unabhängig von der Anzahl von ik I 
welche zwischen A^Ag eingeschaltet werden. 
Zahl der Seiten AiAi^i des arspriinglich gegebenen I 
gerade, so geht mau von der Schaar aus, welche all 
raden Ecken, also die Anfangs- und Endecke liefert; 
Anzahl ungerade, so gelangt man mit der andern Sei 
ginnend zur Eodecke. Aber für die Zahlen 3° und 
gezeigt, dass zwischen zwei Punkten A^ und A^ sich 
Polygone einschalten lassen und es gilt demnach der 

Ist m eine ans Potenzen der Primzahlen 2, 
zusammengesetzte Zahl, so giebt es ein besti 
Element der Flächeninvolution von der Ordui 
mit der Eigenschaft, dass auf jeder solchen 
ein Linienzug von 2m Seiten möglich ist, desa 
fangs- und Endpunkt gegebene Punkte sind. 

38. In Analogie mit dem Bisherigen gehen i 
einem Scheitel S, mit der Tangente durch die Kegels] 
aus; betrachten wir dann irgend einen variablen Punl 
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der Curve, so giebt es neun Flächen, auf denen man mit drei 
Polygonseiten von S^ zu P gelangt; ebenso für P' auf dem 
Strahle M, P Liegen die Tangenten in P und P ebenfalls auf 
einer der neun Flächen, so haben wir ein degenerirtes Po- 
lygon mit sechs Doppelseiten und sieben Doppelecken; also 
ein Siebeneck. Die Construction solcher Flächen schliesst sieh 
daher genau an den Modus an, der für die Construction der 
Flächen V^^^ und F^^^^ gegeben worden ist. 

Im ersten Falle war eine einzige Linie zwischen S^ und P 
einzuschalten; den acht Punkten P entspricht durch ihre Verbin- 
dung mit Si als Tangentialebenen eine Vierergruppe, und dem 
Paare von Ebenen an einer Tetraederkante durch Mi nach den 
Punkten P entsprechen die vier Paare nach den B.-Quadrupeln der 
genannten Vierergruppe. Wir haben somit innerhalb der Vierer- 
involution, aber auch innerhalb der Paare der Ebeneninvolution 
an der Tetraederkante ein 1 — 4-deutiges Entsprechen. Die zu- 
sammenfallenden fünf Paare ergaben die Gruppe der Kegel- 
flächen und die vier Vierergruppen von Flächen V^^\ Zur 
Construction des Zehnschlusses waren zwischen S^ und P zwei 
Seiten einzuschalten; es genügen vier Flächen dieser Bedingung 
mit sechszehn B.-Quadrupeln ; somit existirt zwischen den Paaren 
der Ebene;iinvolution ein 1 — 16-deutiges Entsprechen mit sieb- 
zehn zusammenfallenden Paaren; es ergaben sich die vorigen 
fünf Gruppen und zwölf Vierergruppen aus Flächen V^^^\ 

In dem eben betrachteten Falle sind drei Linien zwischen Äj 
und Peinzuschalten; es genügen neun Flächen dieser Bedingung 
mit 36 B.-Quadrupeln und die gesuchten Flächen entspringen 
somit aus den zusammenfallenden Paaren in einem 1— 36-deu- 
tigen Entsprechen der Paare der Ebeneninvolution. Aus den 
37 zusammenfallenden Paaren entstehen ausser der stets auf- 
tretenden Gruppe der Kegelflächen die vorigen zwölf Gruppen 
und 24 Gruppen von Flächen V^^^K Von diesen Gruppen 
enthält jede eine solche, die wir direct suchen und die zur 
Spitze Ml gehört; von den drei andern gehört jede zu einer an- 
dern Kegelspitze ifef,-, ist ebenfalls Fläche V^^^^ und wir können 
diese daher in vier Gruppen zu 24 so gruppiren, dass in jeder 
Gruppe alle diejenigen enthalten sind, die zur selben Kegel- 
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spitze Mi und zur gleichen Gegenebene P, gehören. Damit ist 
gezeigt, dass jene Anordnung der 49 Punkte wirklich 
existirt; es folgt aber daraus sofort, dass für die Erweiterung 
dieser Involution in den schon bekannten der Satz des vorigen 
Art. fortbestehen bleibt. 

39. Der Fortgang der Construction erfordert jetzt eine 
Einschaltung von vier Seiten zwischen S^ und P und ergiebt 
die gesuchten Flächen durch Construction der zusammenfallenden 
Paare in einem 1 — 64 -deutigen Entsprechen der Involutions- 
paare, unter den 64 Gruppen finden sich die 24 eben construirten ; 
die andern 40 Gruppen sind die Flächen V^^^\ die wir schon auf 
anderem Wege gefnnden. Die Einschaltung von fünf und sechs 
Seiten liefert im Weitern 60 Vierergruppen von Flächen V^'^^^ 
und 84 solche von Flächen V^^^\ Wir schliessen daraus, dass 
die zu den Primzahlen 11 uüd 13 gehörenden Involutionen 
resp. von der Ordnung 11^ und 13^ sind und dass die Punkte- 
gruppen, aus deren Verbindung jene Involutionselemente ent- 
stehen, sich 12 Mal als 11 Elfecke resp. 14 Mal als 13 Drei- 
zehnecke darstellen lassen, welche alle Punkte der Gruppe 
jedeä Mal zugleich umfassen. Wir schliessen aber dar- 
aus auch auf den Fortbestand des im vorigen Art. 
abgeleiteten Satzes bei Erweiterung dieser Involu- 
tionen in den schon bekannten und auf den Fort- 
bestand des Gesetzes der Transformation. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze leitet man aus den 
bereits bekannten Primzahlinvolutionen und allen 
ihren Combinationen die Involutionen aller folgen- 
den Primzahlen ab. 

Der Einschaltung von k Linien zwischen den Punkten 
Si und P entspricht die Construction der sich selbst ent- 
sprechenden Flächen für 2n==4Ä-f-2. Sind die Involutionen 
bis zur Primzahl p bekannt und ist q die nächstfolgende, so 

erfordert dies eine Einschaltung von ^^-^ = h Linien; die zur 

Zahl h gehörende Involution ist aber bekannt und es giebt 
daher h^ Flächen, auf welchen das Polygon gezogen werden 
kann. Die 4P resultirenden liefern aber nicht nur die zur 

Di stell, SchUeBSungsprobleme. 7 
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Zahl Ä; gehörenden unter den sich selbst entsprechenden Flächen, 
sondern auch diejenigen für die Zahl (Je — 1)-, diese werden in der 
Anzahl 4(Jfe — 1)* erhalten, enthalten aber die Flächen für die 
Einschaltung (h — 2) u. s. f. Somit ist die Zahl der eigentlichen 
zur Zahl Je gehörenden Vierergruppen von Flächen V^^^ 

V = 4[&2 — (Ä — 1)2 + (k — 2y— (Je - 3)2 +...] oder 



2 



i — 2 



V = 4^{AJc+l) = 2Jc(Jc+l) = 42^(4*'+ 3) 



*' = 



*' = 



für ungerades resp. gerades, Ä. Diese Zahl v wird für Je = 



«~i 



zu 



g«— 1 



und es folgt daraus, dass die Ordnung der neu con- 



struirten Involution q^ ist. 

Wir bestätigen dieses Ergebniss durch Zusammenstellen 
der bis jetzt direct aufgestellten Involutionen. Schreiben wir 
in der ersten Horizontal -Reihe die Werthe der Zahlen i, in 
der zweiten die Seitenzahl der gesuchten Polygone, in, der 
dritten die Seitenzahl der Polygone auf den Flächen, welche 
der Einschaltung entsprechen, in der vierten die Ordnung 
dieser Involution und in der letzten die Anzahl der eigent- 
lichen Vierergruppen von sich selbst entsprechenden Flächen, 
so ergiebt sich folgendes Schema: 



1 


2 
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Geben wir zunächst Ä: solche Werthe, dass wir für n alle 
Primzalileu erhalten, so lässt sich jede dieser Involutionen 
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3 einer schon bekannten Involution oder einer Combi 
s aolchen ableiten. Die Doppelelemente V-^f^ der Invi 
jUen sich dar als „ ■ Gruppen zu vier; wir könn 
er aucb in vier Gruppen von je ^-= — Flächen ordnen, 
i zu den Tetraederecken gehören. Jedes 2j>-Seit 
leben Fläche wird aus der zugehorenden Tetraed 
ppelt projicirt; . seine Ecken erscheinen dabei als 
les ^-Ecks, wobei eine solche Gruppe von p Punkt 
geuschaft besitzt, dass von diesen stets 
^ise durch ebensoviele Geraden verbunden w 
innen, welche mit der Tangente im letzten 
Iben auf der nämlichen Fläche liegen; die dur 
Tangenten bestimmten Flächen sind also dieselben, v 
rch die - — Verbindungsgeraden bestimmten; i 

gt, dass die Schmiegungsebenen in den p Ecke 
iumcurve zum zweiten Mal in den p Punkten 
uen ^-Ecks begegnen, so dass ein p-Eek durch 
iner Ecken vollständig bestimmt ist. 

Die "-^" -— Verbindungsgeraden zwischen den Eckei 
Ecks bestimmen ein j)-Seit und ^ Diagonal-^Seit 
Iben. In jeder der vier Gruppen von ^ ~ Fläcbei 
ben somit — ^ — die Eigenschaft, dass sich ihre 2^Se 
iken und Seiten eines einzigen j>-Ecks und seiner Dia 
5eite aus der zugehörigen Kegelspitze projiciren. Somil 
(p -[- 1) Flächen in jeder Gruppe, welche zu verschii 
Ecken führen und jeder Punkt der E^ ist demnach g 
daftliche Ecke von (p -\- 1) p-Ecken. Die durch di€ 
nten Und Verbindungslinien dieser p-Ecke gebildeten Fl 
uppen haben Sile eine Fläche gemein und somit alle 
;b die Eigenschaft, dass sich ihre Erzeugenden zu einer 
;einer'scher 2p-Se\te zusammenfügen. Daraus folgt, 
e p^ so gebildeten Punkte eine geschlossene G 
Iden, die sich von jedem ihrer Punkte aus als (; 
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^-Ecke darstellen lässt. Es entstehen somit p{p-\- 1) 
solcher |)-Ecke, die sich (|)-f" 1) Mal zu p so zusammen- 
fassen lassen^ dass sie alle p^ Punkte enthalten. 

Im Falle der zweitheiligen R^ ist von diesen p-Ecken ein 
einziges reell; es zeigt, dass jede Fläche mit {p — 1) andern 
combinirt werden kann, welche auf ihr dieselbe Involution 
der Regeischaaren bestimmen, und ihre Bestimmung aus den 
Gruppen mit Doppelstrahlen oder degenerirten Polygonen er- 
weist, dass sich zwei Gruppen der Involution p^' Ordnung als 
p Paare einer quadratischen Involution darstellen. Im Bilde 
sind die Ecken der degenerirten Polygone die Bilder der 
B.-Quadrupel der Flächen; je zwei von ihnen, welche nicht 
zu einem Quadrupel gehören, haben also die Eigenschaft von 
F.- Punkten; ihre Verbindungslinien schneiden sich aber zu 

T^ mit den Tangenten in p neuen Punkten der (7g, von 

denen wieder irgend zwei die Eigenschaft von F.-Punkten haben. 
Wir schliessen daraus, dass auch das Tangential-|>-Seit die- 
selben Eigenschaften besitzt, wie das ursprüngliche, oder dass 
das schon bekannte räumliche Gesetz der doppelten Erzeugung 
der Flächeninvolution des 2jp-Schlusses existirt. 

Bestimmt man nun p^ Gruppen 6r, von p^ Punkten, die 
unter sich den Zusammenhang von p^ Punkten einer Gruppe 
selbst wiederholen, so haben p unter diesen Gruppen je ein 
reelles jp-Eck und diese p p-l&cke haben denselben Zusammen- 
hang, wie die p Ecken eines rellen jp-Ecks selbst. Es lässt sich 
aus ihrer Betrachtung nachweisen, dass die neue Involution 
Polygone von 2p^-Seiten und Ecken liefert. Jede Fläche lässt 
sich mit p^(p^ — 1) andern combiniren, je p{p — 1) derselben 
ergeben dieselbe Involution der Regeischaaren, so dass nur 
jp(|)+l) von einander verschiedene auftreten. Die Zahl der 
eigentlichen Doppelelemente dieser Involution l^on der Ord- 
nung 1)* ist i)(i>+l)[2(p2-l)-2(jp~t] = 2jpXp«-l), 
welche Zahl auch die Anzahl der Flächen F^^^*^ angiebt; sie 
wird durch 2(jp^ — 1) Doppelelemente der vorhergehenden In- 
volution auf die Zahl von 2(p*— -1) ergänzt. Fasst man so- 
dann diese p^ Punkte als neue Gruppe G und construirt die 
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ihlenden p^ — 1 Gruppen G,-, so ist die neue Involution von •!;; 

er Ordnung (j)^* und die A;-nialige Wiederholung ergiebt so- "'] 

lit die InTolution des 2p*+'-Schlua8ee. > 3 
40. Seien nun p und q zwei beliebige Primzahlen mit , ^^ 

en entsprechenden Punkt- und Flächeniovolutionen des 2jp- ^ 

nd 2g-SchluBses. Bezeichnen wir die Punkte der ersten ^ 

Iruppe selbst mit p, die der zweiten mit q, so sind die ^l 

unkte der ersten Gruppe von irgend einem derselben aus J 

arstellbar als (p -|- 1) jj-Ecke. Ergänzen wir nun jeden Punkt v 
Ines solchen j>Ecks, aufgefasst als Punkt q zum r{-Eck, so 
it zunächst zu zeigen, dasa durch Festsetzung eines einzigen 
liehen g-Ecks an der Äusgangsecke des ^Ecks für alle seine 

— 1) weitern Ecken ein ganz bestimmtes g-Eck fixirt ist. - 

ene q Puukte des ersten g-Ecke bestimmen eine Gruppe von ^ 

Flächen und weil diese die durch die Taugente der Aus- | 

augsecke bestimmte Fläche enthalt, so folgt daraus: Zieht .| 

lan durch jeden der (p— 1) Punkte des p-Ecks die q Erzen- ': 
enden dieser Flächengruppe , so bilden ihre Schnittpunkte ' "■■ 

lit der E^ eine neue Gruppe von q Punkten, von denen jede ^, 

inen Punkt des p-Ecks enthält. Wir haben also jetzt p ganz -j 

estimmte rjr-Ecke, jedes mit einem Punkt p als Ecke; es giebt | 

»her (g — 1) Verbindungsgerade zwischen zwei solchen g- Ecken, -3 

eiche mit der Verbindungslinie der beiden Ecken p auf der- .; 

dben Fläche liegen; nun giebt es aber — -■ solcher Ver- .JJ 

iudungslinien auf jeder der p Flächen, somit ordnen sich die 4 

Gruppen von q Punkten p Mal in ^-5— Paaren derart, dass l 

in den q Flächen ihrer Verbindung die eine jeweilen eine ß 

lache der Gruppe von p ist, zu der die Fläche des Ausgangs- .3 
anktes gehört. 

Somit sind jene ^-5— Gruppen von q Flächen ein- und 

ieselbe Gruppe, welche durch das g-Eck des betreffenden 
unktes p bestimmt ist. Es haben also die p Gruppen von 
Punkten unter sich selbst genau den Zusammenhang, wie 
le p Punkte des p-Ecks selbst. 

Verbindet man jetzt den Punkt p einer beliebigen Gruppe 
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von g Punkten mit einem andern dieser Gruppe, so bestimmt 
diese Gerade eine der q Flächen dieser Gruppe und daher 
giebt es durch jeden der {jß — 1 ) andern Punkte eine Gerade 
dieser Fläche nach einem bestimmten Punkt einer andern 
Gruppe. Diese neuen Punkte bilden demnach wieder ein 
p-Eckj den Punkt jp kann man mit {q — 1) andern seines 
g-Ecks verbinden und gelangt demnach zu (g— 1) andern 
p-Ecken. Damit ist erwiesen, dass die ^ Gruppen von 
q Punkten auch q Gruppen von p Punkten sind, oder 
dass die ümkehrung der Transformation fflr zwei 
Primzahlen sowohl für die Involutionen der Flächen 
wie ihrer Regeischaaren stattfindet. 

Dieser Satz gestattet aber jetzt nach dem früher zur 
Anwendung gekommenen Verfahren der Hülfsfläche den 
Schluss, dass zwei solche Flächen aus verschiedenen Gruppen 
von p und q Regeischaaren besitzen, die in projectivische 
Involutionen von der Ordnung p.q geordnet sind, welche 
sich zu Sekantenpolygonen von 2^g-Seiten zusammen- 
fügen. 

Die {pqY Punkte einer so combinirten Gruppe haben 
analogen Zusammenhang, wie die Punkte einer Partialgruppe 
von p^ und ^ selbst. Jeder Punkt bestimmt zunächst eine 
Gruppe von p^ und eine solche vod ^ Punkten. Die ersten 
lassen sich als (2) + 1 ) jp-Ecke, die andern als (g' + l) g|-Ecke 
darstellen. Ordnet man einem beliebigen der 2>-Ecke ein be- 
liebiges g-Eck zu, so ist diese Zuordnung für alle p^ Punkte 
bestimmt; sie ordnet die {pqy^ Punkte von jedem derselben 
aus in (p+l)(3'+l) Gruppen von jjg' Punkten; diese sind 
p g-Ecke und g' jp-Ecke, {p—'^){q — 1) unter ihren gehören 
mit dem Ausgangspunkt weder zu einer Gruppe von p^ noch 
^\ da sich dies (i>+l)(g' + l) Mal wiederholt, so ist die 
Anzahl dieser Punkte (j?^— 1)(2^ — 1), wie nothwendig. 

Die pq Punkte selbst haben also alle Eigenschaften, 
nach welchen wir sie als ein pg-Eck bezeichnen kön- 
nen. Dabei ist für p und q der Werth 2 ausgeschlossen. 
Ist die Zahl p = q, so ergiebt dies Verfahren die Bestimmung 
der Punktegruppen von p* Elementen oder ist die Ableitung 
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aller Involutionen für Primzahlpotenzen aus der Involution 
für diese Primzahl selbst. 

Ist also w=|)"2/*ry.... wo ^, q, r die Primfactoren 
der Zahl n, so kommt die Construction der Involution 
des 2n-Scblusses auf die Construction der Involution 
für den 2p, 2g', 2r... Schluss hinaus. 

Dieselben construetiven Mittel nämlich, welche diese In- 
volutionen ergeben, führen auch auf diejenigen für die Zahlen 
2p*', 2qfy 2ry u. s. f. und die von der Reihenfolge unabhängige 
successive Erweiterung dieser Involutionen untereinander führt 
auf die Involution des 2n- Schlusses von der Ordnung n^. 

41. Wir sprechen die Consequenzen dieser räumlichen Be- 
ziehungen zunächst für die Centralprojection der R^ als Curve 
dritter Ordnung aus. Diejenigen Punkte F der C^, welche 
paarweise F.- Punkte sein können für den 2^)- Schluss, bilden 
auf dieser eine Involution von der Ordnung p^. Die p^ Ele- 
mente jeder Gruppe ordnen sich in pip-^-l) i>-Ecke (mit je 

^—^— Diagonal-p-Seiten), die sich p Mal in der Anzahl (p -f- 1) 
mit einer gemeinschaftlichen Ecke und p Mal zu p so grup- 
piren lassen, dass sie alle p^ Punkte umfassen. Jß ^^ Ver- 
bindungslinien zwischen den j>-Ecken schneiden sich mit der 
Tangente des letzten im selben Punkt der C^. 

Die so entstehende Tangentialgruppe bildet ein neues 
p-Eck und die sämmtlichen Verbindungsgeraden zwischen 
allen p^ Punkten bestimmen eine neue Gruppe von p^ solchen, 
die Tangentialgruppe der ersten. Diese Beziehung ist in spe- 
cieller Form der Satz, dass die sämmtlichen Verbin- 
dungsgeraden zwischen zwei Gruppen P und P' zu 
einer dritten Gruppe F führen; und dieser der abge- 
kürzte Ausdruck für eine Reihe von 2p-Seit-Constructionen. 

Je ein p-^ok der ersten Gruppe bildet mit einem 
solchen der zweiten die geraden und ungeraden 

Ecken von ^^^J" ^ Steiner'schen 2p- Seiten, für die 

Paare eines jp-Ecks der Gruppe F als F. -Punkte. Durch 
Construction sämmtlicher Polygone an diesen kann man daher 
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alle unendlich vielen Polygone derselben Art ableite 
jedem Punkte F entstehen daher {p-\-\) verschieden 
lutionen p, Ordnung, die vier degenerirteu Polygone bil 
2{p — 1) Doppelelemente derselben. Jede dieser Invol 
ist so beschaäen, dass zu jeder Gruppe von p Strahh 
zweite gehört, die sich mit dieser in p Paare einer c 
quadratischen Involutionen auflöst, so dass das Ge 
erzeugniss zweier solcher Involutionen zerfällt in die 
^-^— Curven C^ mit Doppelpunkten in den F.- Punkt 
einen Kegelschnitt K durch diese. Damit ist also je« 
die Aufgabe zugleich gelöst, eine Curve vierter Or 
mit zwei Doppelpunkten zu couatruiren, de 
Steiner'sche Polygone einzeichnen lassen. 

Die entsprechenden Gruppen beider projectivische 
lutionen begegnen sich in Punktegruppen einer In' 
p. Ordnung auf einem Kegelschnitt K, für wel 
Punkte F zur nämlichen Gruppe gehören; je zwei ( 
von p Punkten liegen für einen bestimmten Punkt 
Ebene perspectivisch. 

Dem Scbeitelstrahl entspricht in beiden Involutio 
Gruppe nach den p Ecken des p-Ecks, zu welch 
F. - Punkte gehören ; die weitem Ecken dieses be 
2p-Seits werden von den Tangentialpunkten der F j 
Die Verbindungslinie der F.-Punkte sondert sich 
bleiben noch (p— 1) Seiten durch jeden derselben, voi 
die eine seine Tangente. Bezeichnen wir die F.-Pun 
P und Q, die Tangentialpunkte resp. mit P, und 
schneide dann die Gerade FQ^ die Cg in Pg, und ( 
Cs in Q^, so sind dies zwei Punkte der Gruppe der 
bindet man also wieder P mit ft und Q mit P^ m 
dies Verfahren fort bis zu den Punkten Pp—i, Qp—\, so 
den sich die Geraden PQp-i und Ö-Pp— i in» selben Pi 
der Curve. 

Dies ist die Erweiterung des Kennzeicbe 
zwei Punkte als F.-Punkte, die Steiner für die 
2, 3 und 5 gegeben hat 
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Aus der Kenntniss zweier reellen F.-Punkte folgt diejenige 
aller reellen 2>-Ecke; zur Construetion aller i?^ Punkte ist ein Paar 
von Punkten eines zweiten |;-Ecks erforderlich. Sie ergänzen jedes 
der beiden Paare zum p-Eck, dann bestimmt jede Ecke der er- 
sten mit jeder der zweiten ein ^-Eck ; jede Ecke ist gemeinsame 
von (i>4- 1) solchen, wir erhalten also die Gruppe p Mal; aus 
ihr sind alle übrigen Gruppen der Involution ableitbar. 

Betrachten wir das reelle p-Eck einer Gruppe als seinen 
Repräsentanten, so erfordert der Uebergang zur Involution 
für die Zahl p^ die Ergänzung eines reellen j)-Ecks zu einer 
Gruppe von p solchen, mit Wiederholung des Zusammenhanges 
wie zwischen den p Ecken eines p-Ecks. Ihre Construetion 
gestaltet sich folgendermassen : Man gehe von dem gegebenen 
2? -Eck zu seinem Tangential-^ -Eck über, dann sind zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Ecken der ersten in bestimmter 
Weise {p — 1) Punkte einzuschalten und für irgend zwei Punkte 
des Tangential-^ -Ecks als F.-Punkte von diesen aus das 
22^Seit darzustellen. Die Construetion jener {p — 1) eingeschal- 
teten Punkte erfolgt aber mit denselben Mitteln, mit denen 
das erste p-Eck construirt wurde; aus der Kenntniss zweier 
solcher Gruppen von p^ Punkten ist dann die ganze Gruppe 
von p'^ Punkten bestimmt. Wir können also in der Folge die 
F.-Punktegrupj[)en des 2^)"- Schlusses als mit denjenigen des 
2|)- Schlusses bestimmt voraussetzen. 

Von diesen Primzahlinvolutionen führt zu denjenigen für 
die allgemeine Zahl n der Satz: 

DieTransformation derinvolutionen für dieZahlen 
p" und qf in einander liefert die Involution für die Zahl 
p"*q^, ist also äquivalent einer Multiplication der 
Polygonseitenzahl mit diesen Factoren resp. 

Die Gruppe von jf^ ,^^ Punkten stellt sich dar als eine 
bestimmte Anzahl von p".g/*- Ecken, deren sämmtliche Ver- 
bindungslinien und Tangenten der G^ in Punkten einer ana- 
logen Gruppe begegnen. Daraus folgt, dass für jedeund 
beliebig oft wiederholte Transformation, also für die 
allgemeine Zahl n die Eigenschaften der Primzahlin- 
volutionen fortbestehen bleiben. 



106 C. Involutionen des 2n-Scblueiies für die allgemeine Zahl n. 

Es bleibt also inabesondere auch die Bediuguug, welche z 
Punkte als F.-Punkte charakterisirt, in derselben Form fori 
stehen. Für p^ 2 läaat sich diese Transformation leicht du 
eine geometrische Construction veranschaalichen und da dies 
schiebt, indem man aus den Tangentialpunkten der gegebe 
Gruppe die je noch möglichen drei Tangenten zieht, so ha 
wir für diesen Fall den Satz, den Steiner an den Änfi 
seiner Mittheilung gestellt hat. 

Die ^-malige Wiederholung des dadurch ausgedrück 
Verfahrens ist äquivalent einer Multiplication mit 2'; 
giebt neben allen andern Primzahlen zu Punktegruppen 
souderer Art Veranlassung, nämlich zu solchen, deren ' 
Parti algruppeu dieselbe gemeinschaftliche Tangentialgruppe 
sitzen. 

42. Die Transformation der Involution fUr die Zahl p 
derjenigen für die Zahl q giebt Punktegruppen von (pj)* 1 
menten. Es fragt sich nuu, wie viele Punkte von die 
kann man mit einem beliebigen unter ihnen als F.-Punktep 
für die Zahl (pq) combiniren? Der betrachtete Punkt bestin 
eine Gruppe von p' und eine solche, von g*, welche die 
diugung nicht erfüllen. Es bleiben somit (p' — 1)(2*~ 
solche. Hätten wir {p^' Punkte genommen, so blieben (p'- 
Gruppen von p^ Punkten, zu denen der Ausgangspunkt ni 
gehört; somit ergiebt die Erweiterung (p* — l)j'*C2^ — 1) Pun 
als combinirbare; und allgemein, wenn die erste Gruppe Q 
Punkte enthält, {p' — 1)Cp*)''~'(2*~ 1) solche. Dieselbe 
trachtung bleibt aber gültig, wenn statt q^ jetat (q?y Pub 
genommen würden; somit wird die Anzahl der möglichen Pa 
{p^ — 1)(2* — l)ji^"— •>g'ä((*— 1). Ist also allgemein n^p'.g^.r^ 
so ist die Anzahl derjenigen Punkte, die mit einem j 
gebenen F.-Punkte für den 2n-Schluss sein können, 
p, q, r als beliebige Primzahlen, den Factor 2 nicht auE 
schlössen, gegeben durch die Zahl: 

w/ = {p'-l}(3«-l)(r>-l) ^(a-Dgiifl-DfSir-i) 

Dies ist auch die Anzahl der Flächen, welche im Räume : 
einer beliebigen Flüche combinirt werden können; 2»/ somit 



de 
eij 



sp 



108 C. Inyolutionen des 2n-SchluBaes für die allgemeine Zahl n, XI. 

sechster Classe; somit umhüllen die sämmtlicheu Yerbiuduugs- 
linien der Paare von F.-Punkten für den 2w-Schluss — Curven 

4 

sechster Classe. Die Flächen R^^^ sind Träger geschlossener 
Sekantensysteme von n Seiten und besitzen die ümrisskegel 
aus den Ecken Mi an die Flächen V^^^^ zu doppelt umschriebe- 
nen Developpablen; die Ecken ihrer Polygone bestimmen an 
den Kanten des Tetraeders Ebeneninvolutionen n, Ordnung %^'^\ 
die ebenfalls zur Construction der Punktegruppen und ihrer 
Erweiterungen verwendbar sind. 

XI. Die merkwürdigen Punktsysteme von Clebsch. — 
Geschlossene Tangentenpolygone. 

43. Wir fügen zu den Systemen erster und zweiter Art, 
welche wir bei der Darstellung der Involutionen für die Zahlen 
Zwei und Drei abgeleitet haben, mit ihren Erweiterungen 
in den allgemeinen Involutionen solche Systeme dritter Art 
hinzu, welche nur einen Wendepunkt enthalten und zu- 
nächst in einfachster Form aus der Darstellung einer Gruppe 
von p^ Punkten von einem Wendepunkte aus erhalten werden. 
Die neun Systeme dritter Art aus p^ Punkten lassen sich vom 
Wendepunkte aus {p + 1) Mal als 2>-Ecke darstellen; jedes 
dieser j)-Ecke ist aber ein geschlossenes Tangentenpolygon von 
(p — 1) Seiten, aus welchem sich der Wendepunkt ausgesondert 
hat; somit ist die Zahl dieser Polygone 9 .(p-{- 1). Jede Tan- 
gente des Systems geht noch durch einen Punkt desselben; 

durch (p^ — 1) Punkte gehen ^—^ — Gerade, welche drei Punkte 

desselben enthalten, durch den Wendepunkt ^—^ — • Diese 

neun Gruppen dritter Art bilden zusammen eine 
Gruppe erster Art; je drei solcher Gruppen, die aus drei 
Wendepunkten in gerader Linie entspringen, liegen selbst zu 
einander perspectivisch. 

Erweitern wir nun in der Involution der Zahl p'^j so lässt 
sich die Darstellung vom Wendepunkte aus als (2>+ 1) Gruppen 
yon je p Gruppen mit ^^(a-i) Elementen festhalten. Lassen 
wir die p" Punkte, zu denen der Wendepunkt gehört, weg, so 
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haben wir noch (p — I) Gruppen von je jj^l"— " Element 
Tangential gruppe einer ersten ist identisch mit einer : 
die Tangentialgruppe dieser eine dritte Gruppe u. s, f., 
wir nach (p — 1) maliger Ausführung dieaer Operatioi 
alle Gruppen hindurch zur ersten zurückkehren, wobi 
Gruppen genau den Zusammenhang eines Tangentenp 
von (p — 1) Seiten befolgen. In jeder Gruppe giebt i 
reelle Elemente; der Tangentialpunkt eines Elementes de 
Gruppe ist ein Element der zweiten, der neue Tangenti 
ein Element der dritten Gruppe u. s. f., schliesslich komi 
zur ersten Gruppe, nicht aber zum Ausgangspunkt KurÜ< 
sonst das Tangentenpol^gon (p — 1) Seiten enthielte 
mit die Gruppe den Wendepunkt enthalten müsste. V 
schliesst sich das Polygon erst, nachdem der Umgang p 
vollzogen ist, so dass wir ein geschlossenes Tangenten] 
Yon p"~'(p — 1) Seiten haben; aus allen Gruppen er 
p°~' solcher Polygone und weil die ganze Darstellui 
Wendepunkt aus (p -\- 1) Mal möglich ist, so ist die 7, 
Polygone (p+ l)p"~'. Die Zahl ihrer Ecken ist (p^ — l) 
dazu kommt die Gruppe mit dem Wendepunkt, also p**"— i' 
Punkt«, für welche sich übrigens genau derselbe Zusamn 
bezüglich der Zahl (« — l) wiederholt. Und wieder seti 
diese neuen Systeme zu einem solchen erster Art zus 

Nehmen wir jetzt eine Gruppe von (pj)* Punkten, zu 
der Wendepunkt gehört, so lassen sich diese (p + l)(2-f 
als pg-Ecke darstellen, wobei aber (j)*—l)PunktegMal und 
Punkte p Mal, ihr gemeinsamer Punkt (p+ 1) Mal für 
und {q + 1) Mal für (p -f 1) Punkte gezählt wurde. Wi 
Darstellung vom Wendepunkt aus vollzogen, so bleibt 
Absonderung des p- und g-Seits, zu dem er gehört, für je 
Stellung (p— l)(s— 1) Punkte als Ecken eines geschl 
Tangen tenpolygons; die Anzahl derselben ist (p+l)( 

Wir setzen jetzt an Stelle von p Punkten p* sol 
haben wir (p+l) Mal eine Darstellung von (p — 1) C 
mit p* Punkten. Ergänzt man nun den Wendepunkt zi 
bestimmten ^-Eck und ebenso jeden der p^ Punkte einer 
von p* zu einem solchen, welches durch Festsetzung dei 
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g-Ecks fixirt ist, so gelangt man zu (p — l)i'^(2"l) 
Punkten. Die Zahl der reellen Elemente jeder der (j 
Gruppen ist p(q — 1), somit entstellt ein geschlossenes 
geutenpolygoD von {p~l)p(q-^^) Seiten, Ihre Änza! 
filr jede Darstellung durch p und somit im Ganzen 
(i)+l)j)(g+l) gegeben. 

Hat man Gruppen TOfl(p°)^ Punkten, so hat man (j3 + 
(p — 1) Gruppen von p^" Punkten, man erhält durch Ergä 
zum g'-Eck neue Punkte in der Anzahl (p — l)(g — l)j)^?: 
sind (p — i){q — l)!»"; ^'^ bilden ein Tangentenpolygoi 
ebenso vielen Seiten; ihre Gesammtzabl-ist (j> + l)(2 + 

Setzen wir an Stelle von q Punkten g* solche, so 
wir nach unserer Darstellung (p— 1) Gruppen von p^" Pi 
und [q — 1) Gruppen von q^ Punkten. Die Ergänzung ges 
folgen der massen: Wir suchen ku den j)^''Gruppen (g— 1) a 
so dass wir q Gruppen von pf'" Punkten haben und ei^ 
jetzt wieder jeden Punkt einer Gruppe von p^' zu 2* Pu 
Neue Punkte treten auf in der Anzahl (p — l){q — l)j 
Reell sind (p~-'i-){q — l)i'''-2, welche die Ecken eines Tang 
polygons bilden ; deren Anzahl insgesammt (p + l)(g + l)p' 

Dies Verfahren bleibt im Wesentlichen dasselbe, wi 
durch q^? ersetzt wird. Aus jeder der neun Gruppen mit p 
Punkten, welche einen WeDdepunkt enthalten, treten 
geschlossene Tangentenpolygone von (p — 1)(2 — Oi'"" 
Seiten in der Anzahl (p -|- l){q -j- l)p''-^q^—'- auf. Diese F 
giebt für p'' ^ q? die schon gefundene iur (p*")* Punkt 
aiao n^ p'q^r'/ ..., wobei ausdrücklich die Primzahlen 
3 ausgeschlossen werden müssen, so giebt es neun Sys 
von M* Punkten dritter Art, welche wir kurz beschr 

Zu dem System gehören die (m*— 1) Tangenten ii 
Punkten, welche vom Wendepunkt verschieden sind, 
jeden Punkt von diesen gehen — - — Gerade, welche noi 
Paar von Punkten enthalten, durch den Wendepunkt 
" ~— - Das System enthält ^ — ■■- — - Gerade durc 
seiner Punkte. Es wird gebildet von geschlossenen Taug 
polygonen mit 
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(p—l)(q-l)(r-l)...p^-Kqß-KrY-K.. Seiten, 
in der Anzahl 



n. 



Man bemerkt, dass diese Zahlen mit — und % resp. über- 
einstimmen, oder dass die von den Tangentenpolygonen ge- 
bildeten Ecken gerade die Punkte sind, welche mit einem 
Wendepunkt P.-Punktepaare bilden für den 2w-Schluss, mit 
den acht andern solche für den 6n-Schluss. 

Die neun Punktsysteme dritter Art zusammen bilden ein 
solches erster Art von (3n)^ Punkten; zwölf Mal drei Partial- 
gruppen desselben unter ihnen sind perspectivisch gelegen. 
Es enthält die geschlossenen Tangentenpolygone der eben be- 
trachteten Systeme; rj? — 9 Punkte sind Tangentialpunkte eines 
andern Systempunktes, deren Tangenten selbst wieder einen 
solchen Punkt enthalten. Durch jeden dieser Punkte gehen 

— - — Gerade, nach Paaren des Systems, im Ganzen giebt es 
- — "^ Gerade, welche drei Systemspunkte enthalten. 



6 



durch jeden Wendepunkt 



w« — 1 



derselben. Es ist zu bemerken. 



dass die jedesmal noch fehlenden Punkte der neun Systeme ein 
analoges System erfüllen für die Zahlen (a — 1), (/3— 1), {y — 1)... . 
Diese soeben betrachteten Systeme entsprangen aus der 
Erweiterung der Gruppe der Wendepunkte in der Involution 
der Zahl w. Nehmen wir jetzt die Gruppe von (3^)^ Punkten, 
welche die Wendepunkte als einfachste Partialgruppe enthält, 
als Ausgangsgruppe, so geschieht diese Erweiterung von den 
acht Systemen zweiter Art aus, die wir schon betrachtet haben 
(Art. 22). Jedes solche System bestand aus 3^ Tangenten- 
polygonen von 3^ Seiten. Die Erweiterung jedes Punktes zu 
einer Gruppe von v? giebt ein Punktsystem zweiter Art von 
n^ Punkten, wenn jetzt n = 3^p"q(^ry ... gesetzt wird; dasselbe 
enthält geschlossene Tangentenpolygone von 

{p—l){q-l)(r—l)...S^.p^-Kqfi-Krr-K.. Seiten, 
in der Anzahl 
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Jeder Punkt des Systems ist Tangentialpunkt eines an- 
dern und seine Tangente enthält wieder einen Punkt desselben ; 

durch jeden Punkt gehen — - — Gerade nach Punktepaaren 

des Systems; ihre Anzahl ist im Ganzen — ^-^ Diese acht 

Systeme bilden zusammen mit dem zur selben Zahl n gehörenden 
System erster Art wieder ein solches erster Art für die Zahl 3n. 

44. Die Constructionen der Tafeln VIII und IX zeigen 
solche specielle Gruppen und geschlossene Tangentenpolygone. 
Wird in Taf. VIII der Punkt M^' auf dem Sparkreise L^ so 
gewählt, dass er die Ecke 1 desjenigen Fünfseits 12 3 4 5 des 
ümrisskegelschnittes ü^ ist, welches eine Ecke 3 in der Spur 
s^* besitzt, so ist damit im Räume das Centrum der Projection 
in die Ecke 1 desjenigen Fünfecks der B^ verlegt, welches den 
Scheitel /S^ der B^ als Ecke N^ besitzt. Der Punkt N^ er- 
scheint demnach in der Projection als Wendepunkt; 
die vier übrigen Ecken N^* N^* N^* Np^* erzeigen sich als 
geschlossenes Tangentenpolygon von vier Seiten. 
Dem Fünfseit, das U^ umschrieben ist, entspricht aber durch 
Projection aus der Ecke M^ noch ein zweites Fünfeck N^\..N^' 
des Ovals mit der Ecke N^' in JJfg', welches das Fünfeck der 
Ni* zu seinem Tangential fünfeck hat. 

Um die Configuration solcher Polygone klar zur An- 
schauung zu bringen, ist dieses Fünfeck mit seinen Verbin- 
dungslinien etwas hervorgehoben. Der N2 entsprechende Punkt 2 
auf ig bestimmt durch seine Tangenten an U^ die beiden an- 
dern Ecken 2, welche sich als Wendepunkte projiciren. Be- 
stimmt man von ihnen aus die beiden dem f/g umschriebenen 
Fünfseite, so stellen sich diese mit dem ersten gleichzeitig als 
fünf dem Kegelschnitt U^ umschriebene Dreiseite dar und er- 
geben die beiden andern Fünfecke N^...Nr, des unendlichen 
Astes, für welche der Wendepunkt J^ resp. J3 sich absondert, 
und welche sich demnach als die gleichbenannten Tangenten- 
polygone N^N^N^N^ darstellen. Eines dieser beiden ist eben- 
falls ersichtlich gemacht. Zwei Ecken desselben Fünfecks sind 
F.-Punkte für den Zehnschluss; zwei Ecken aus verschiedenen 
solcher F.-Punkte für den Dreissigschluss. 
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Die drei genannten sind von 54 auftretenden die eim 
reellen Tangenten vierseite und haben die Eigenschaft, zu ei 
ander bezüglich der Wendepunkte perspectivisch zu liegen. 

Die Figur der Taf. IX erzeigt zunächst die Conatruetii 
der beiden reellen geschlossenen Tangentendreiseite, welc 
fflr die Wendepunkte perspectivisch liegen. Die Disposition 
ihrer ConatmctloQ ist sehr einfach. Nimmt man ein bei: 
biges dem Kegelschnitt {/^ umschriebenes Dreieck 12 3 an, 
bestimmt jede seiner Seiten einen Kegelschnitt im Umrif 
System des Flächenbüschels aus M^, weil dieser die Kre: 
tangente der Oegenecke zur Tangente hat. Die zweite dur 
diese gehende Tangente trifft den Spurkreis L^ in einem Punk 
S, welcher die Projection des vierten Schnittpunktes der Ehe: 
(123) mit der E^ aus dem Funkte Jl^ ist. Ergänzt man d 
Punkt S znm Dreieck, so hat jede der beiden andern Eckt 
als Projection des Gentrums aus M^ d. h. als M^' aufgefas 
di« Eigenschaft, das Dreieck (133) der R^ als Tangente 
dreieck erscheinen zu lassen. Diese Punkte sind im Bit 
der Cj als J^-* bezeichnet; nur das eine reelle Dreiseit a 
Tangenten derselben ist verzeichnet. 

Ergänzt man jeden der Punkte 1, 2, 3 zum Fünfeck, ? 
bei die fünf Ecken stets mit derselben Ziffer bezeichnet S€ 
mögen, so bilden (Art. 43) die zwölf neu hinzugetretenen Punl 
ein geschlossenes Polygon aus zwölf Tangenten seiner Eckt 

Diese zwölf Punkte bilden vier Dreiecke NiNjN^ n. 
die fünfzehn Punkte zusammen drei Fünfecke, von denen jed 
das Tangentialfünfeck eines andern ist. Von den fünizel 
Ecken bilden drei das Tangentendreiseit, zwölf ein g 
schiossenes Tangentenpolygon; mit der Tangente f, i 
Punkte Ni gelangt man zu N^; mit ^ in N^ zu N^, mit c 
Taugente tg in N^ zu J/i; mit t^ in N^ au N^ u. s. f., so di 
die Punkte Ni aufeinander folgend die Reihe NiN^N^NiN^. 
u. 8. f. durchlaufen. Nur zwei der zwölf Tangenten t^ und tg si 
ausserhalb des Blattes gelegen; der Deutlichkeit halber 
der unendliche Äst der Curve nicht eingetragen. 

45. Kehren wir zu unserer Entwicklung zurück, so 1 
merken wir, dass die drei verschiedenen Arten von Punl 
Systemen alle drei mit einander erscheinen, wenn man die ] 
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volution der Zahl 3'' in derjenigen der Zahl n erweitert, 
n die Primfactorea 2 und 3 nicht enthalten soll, für den I 
dass die Gruppe von 3*^ Punkten die neun Wendepunkte 
Partialgruppe enthält. Das Punktsystem erster Art bea1 
dann aus neun Partialgruppen, nämlich aus den neun Systei 
dritter Art mit einem Wendepunkt als der einen und den i 
Systemen zweiter Art als den andern Partialgruppen; alle d 
Systeme verdanken ihre Besonderheiten ihrer gemeinsai 
Eigenschaft, mit ihrem Tangentialsystem identisch zu sein 

Es ist leicht zu Übersehen, warum die Involution des 3 . 
Schlusses dabei eine besondere fundamentale Rolle sp 
Weil die neun Berührungspunkte der Schmiegungsehene 
dem Punkte S der R^ durch ihre Verbindungsgeraden und 1 
genten eine Flächengruppe des Secbsschlussee bestimmen, 
haben die acht übrigen Punkte S; die Eigenschaft, jene n 
Punkte als Tan genten drei sei te zu projiciren, d. h. als i 
Punktegruppe, welche mit ihrer Tangentialgruppe id 
tisch ist, ohne einen Wendepunkt enthalten zu mSss 
und analog für die allgemeine Gruppe von S*^ Punkten. J 
der andern Primzahlin volutionen hat diese Eigenschaft u 
mehr; die Schmiegungsebenen in den Ecken eines p-E 
führen zu einem zweiten p-Eck aus Punkten S; diese Pur 
sind die einzigen, welche bei der Projection das |)-Eck 
Tangentenpolygon erscheinen lassen; dann aber erscheint i 
Ecke desselben als Wendepunkt; analog für die Zahl n. 
Involution des 2. 3''- Schlusses ist also die einzige, wel 
Tangentenpoljgone von ungerader Seitenzahl liefert; 
andern enthalten in ihrer Seitenzahl so oft den Factor Z' 
als die Zahl n, aus der sie entstanden war, von Zwei i 
Drei verschiedene Primfactoren enthält. 

Auch in diesen Fällen treten fOr die Erweiterung in 
Involution des 2*-Schluase3 keine neuen Tangentenpolyg 
hinzu, weil nach der Natur der ergänzenden Gruppen di 
als von ihnen verschiedene Tangential gruppen besitzen. 
■gegen bleiben die Beziehungen bestehen, wonach wir die ne 
Gruppen wieder als Systeme bezeichnen können. 

Es treten zu den schon bekannten drei neue hinzu, wel 
wir kurz charakterisiren wollen (vergl. Art. 21). 
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Erweitert man zunächst in der Involution des Vierschlusses, 
so erhält man die drei neuen Gruppen, indem man jeden der 
Berührungspunkte J der Tangenten aus einem Wendepunkte 
zu einer Gruppe von n^ ergänzt-, also sind je zwei Gruppen 
mit einer dritten perspectivisch. Betrachten wir diese Gruppen 
für 2n = m als eine einzige von m^ Punkten, so haben wir 
neun Systeme mit je einem Wendepunkt; jeder Punkt des 
Systems hat die Eigenschaft, dass seine Tangente noch einen 

Systemspunki enthält 5 aber nur — Punkte unter diesen, den 
Wendepunkt ausgenommen, sind selbst Tangentialpunkte von Tan- 
genten des Systems. Von diesen aus gehen — - — Gerade, von ~j- 

Punkten aus gehen — - — Gerade nach Paaren von Systemspunkten ; 

die Anzahl der Geraden mit drei Punkten ist ^^ -^ 



Zieht man von allen diesen Punkten aus wieder die Tan- 
genten an die Cg, so besteht zwischen den neuen Gruppen 
derselbe Zusammenhang, und so bei beliebig oftmaliger Wieder- 
holung der Operation, so dass wir die Zahl m oben durch n . 2* 
ersetzen können. 

Diese neun Systeme bilden zusammen ein System mit 

allen neun Wendepunkten {m = 3w, n beliebig). — Punkte, 

unter diesen die Wendepunkte, haben die Eigenschaft, dass ihre 
Tangente noch einen Punkt des Systems enthält, und dass sie 
Schnittpunkte von vier Tangenten sind. Durch jeden Wende- 

punkt gehen — ^^ Gerade , durch — 9 Punkte gehen 

— P~ Gerade, endlich durch — r- Punkte je — - — Gerade 

nach Punktepaaren des Systems; Gerade enthalten 

drei Punkte. 

Endlich bleibt die Erweiterung der Gruppen ohne Wende- 
punkt. Von — Punkten gehen wieder — - — und von —^ 

solchen gehen — ^^— Gerade nach Paaren von Systemspunkten. 

^ Gerade enthalten drei Systemspunkte. 

Diese Beziehungen fassen sich in den Satz zusammen: 

8* 



^'m 
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Nur die zu einer Zahl « gettöreuden F.-Punkt 
welche mit einem Wendepunkt zur Zahl 3« gehöre 
haben die Eigeiiscliaft, dass die Verbindungsgerat 
von zweien einen dritten enthalten kann; dieser kax 
aber auch ein zu einer kleineren Zahl n gehörende 
Punkt sein. 

46. Zu den geschlossenen Tangentenpoljgonen im Bil 
der B^ giebt es im Kaume seibat ein Analogon in den g 
achlossenen Secanten Systemen, die durch fortgesetzte Coi 
struction der Schmiegungsebene entstehen. Sie treten l 
jeder Gnippe von Flächen F<^"' auf. Hat nämlieh die Grap 
von n^ Punkten F mit der Gruppe iS ihrer Sehmieguugseben' 
einen Punkt gemein, so sind beide Gruppen identisch. 

Wählt man also als Ausgangspunkt einen Punkt mit st. 
tionärer Seh m iegung sehen e, so sondert sich dieser Punkt a 
und von den Übrigen hat jeder die Eigenschaft, dass er Schnii 
punkt einer Schmiegungsebene in einem andern Punkte ist ui 
seine Schmiegungsebene selbst einen solchen enthält. WäJ 
man den Ausgangspunkt als Centrum einer Centralprojectia 
so projicirt sich dieser als Wendepunkt und den geschlossen' 
Tangentenpolygonen der Projection entsprechen geschlosse: 
Secanten Systeme der genannten Art, so dass wir die Za 
derselben nur mit 16 zu multipliciten hätten. 

Es muss jedoch bemerkt werden, dass von den Zahl 
p, q, r ... keine gleich 3 sein darf, und ferner zeigt es sie 
dass dem Siebeneck nach Absonderung des Wendepunkt 
nicht ein Sechsseit, sondern zwei Dreiseite, ebenso dem 13-E 
zwei Sechsseite entsprechen, und dass allgemein jedes p-Ec 
wo p von der Form (6ft + 1) ist, Secantenpolygone von d 
Seitenzahl 3k giebt. 

Ausser dieser giebt es aber noch eine zweite Art, eii 
Gruppe von «* Punkten F mit der Gruppe S identisch : 
machen. Die sechs B.-Quadrupel der Flächen FW ordnen sii 
in 24 Paare, von denen jeder Punkt die Schmiegungsebei 
des andern enthält. Diese Construction giebt durch Ei^ä 
zung zweier solcher Punkte zu Gruppen von n^ die sämn 
liehen Polygone der schon erhaltenen Art wieder, aber n 
doppelter Seitenzahl. Die Ecken aller so erhalteneu Secante 
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Systeme sind die achtpunktigen Gruppen von Berührungs- 
punkten der Tangenten auf den Flächen F^^n) 

47. Bis jetzt haben wir die Stein er'scheu Polygone stets 
nur auf zwei Flächen des Büschels ausgeführt-, man kann 
jedoch zu ihrer Ausführung auch mehr Flächen der Gruppe 
verwenden, z. B. alle Hyperboloide derselben mit nur zwei 
Erzeugenden des Polygons auf jedem. Der äusserste Fall wird 
derjenige sein, wo im Bilde mit den n Ecken auch n F.-Punkte 
auftreten, somit durch jeden eine einzige Seite geht, im Gegen- 
satz zu dem Falle, wo alle 2n Seiten auf einer einzigen 
Fläche liegen. lieber solche Steiner'sche Polygone im weitern 
Sinne und ihre Punktegruppen gilt folgender Satz^): 

Ist die Zahl n der F.-Punkte der Curve C^ unge- 
rade, so kommt es im Allgemeinen viermal, und ist 
sie gerade, so kommt es kein Mal oder unendlich viele 
Mal vor, dass das Polygon sich schliesst. 

Wir bestätigen diese Wahrheit durch räumliche Con- 
struction. Denken wir uns ein beliebiges der B^ eingeschrie- 
benes w-Seit, so sind dadurch n willkürliche Flächen des 
Büschels fixirt und jedem Punkt Ä^^ als Anfangspunkt ent- 
spricht bei Festhaltung der Reihenfolge der Flächen ein be- 
stimmter Endpunkt -4n-f-i des Polygons. Die Geraden A^An-\.i 
werden im Allgemeinen eine Regelfläche erfüllen, welche mit 
jeder Fläche F des Büschels eine Anzahl von Linien gemein 
haben kann, um diese zu bestimmen, legen wir durch A^ 
eine Ebene nach einer beliebigen Erzeugenden e von F, so 
entspricht dieser die Ebene von e nach ^n+i; ^iid weil jede 
dieser Ebenen die B4 in zwei Punkten A^B^ und An^\Bn-\-i 
resp. trifft, besteht nach dieser Festsetzung unter den Ebenen 
des Büschels an e ein zwei-zweideutiges Entsprechen und es 
wird daher im Allgemeinen viermal eintreten, dass zwei ent- 
sprechende Ebenen sich decken. In einem solchen Falle fällt 
dann ^».j-i entweder nach A^ oder B^y d. h. die Fläche F und 
die Regelfläche haben keine, oder sie haben vier Erzeugende 
mit einander gemein. 

Es ist leicht, durch successives Zufügen von Fläche» zur 



1) Vergl. V. Eberhard an der gen. Stelle p. 75 ff. 
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Gruppe TOD n solchen zu gelangen und die beiden Fälle . 
einander zu halten. Soll das Polygon nur eine Seite haben 
hat das Hyperboloid F entweder keine oder alle Seiten, c 
jede Lage mit ihm gemein. Soll das Polygon zwei Se 
haben, so kann der Endpunkt Ag nie mit ^, zusammenfal 
die vier zusammenfallenden Lagen der Ebenen bezeichnen : 
die vier Erzeugenden Cj von F, welche jene zwei Seiten 
einem Dreiseit ergänzen; aber die beiden ersten Flächen 
die Fläche F sind drei willkürliche Flächen, und es kommt so 
bei drei Flächen viermal vor, dasa das Polygon sich schlie 
dass die zwölf Ecken derselben drei Quadrupel bild 
ist evident. 

Gehen wir also jetzt von drei Flächen aus, so bedei 
die vier zusammenfallenden Lagen der entsprechenden Ehe 
die ebengenannten Polygone, d. h. jetzt Fällt A^ mit Ä^ 
sammen, es wird folglieb keine Lage des Polygons geben, 
dasselbe sieb mit einer Erzeugenden e^ schliessen würde, au 
wenn das Hyperboloid F die Tangente in einem Punkti 
eines Dreiseits enthält; dann aber baben wir vier Flächei 
der Gruppe, und weil den Ebenen nach den Tangenten voi 
die Doppelebenen in der Zuordnung entsprechen, so tritt j 
fUr alle Lagen des Polygons Schluss ein. 

Nehmen wir jetzt vier beliebige Flächen, so wird 
Polygon auf diesen sich im Allgemeinen nie schliessen, 
fällt daher viermal mit £, zusammen und wir haben auf 
fünf Flächen vier geschlossene Polygone u. s. f. Es ßillt i 
abwechselnd A„+i mit j4, und B, zusammen und datin 1 
die Begründung des ausgesprochenen Satzes. 

Bei einer ungeraden Anzahl von Flächen fällt ^.^i 
B^■, setzt man jetzt das Polygon noch einmal um ebenso 
Seiten fort, so fällt A„+i mit A, zusammen, d. h.: Wenn 
Zahl der Flächen ungerade ist, so schliesst sich i 
Polygon, wenn auf jeder Fläche zwei Seiten gezo( 
werden. Zieht man also auf n ganz willkürlichen Fläc 
einen Linienzug, und verbindet man zwei solche Ecken 
Polygons, welche eine ungerade Zahl von Seiten zwischen t 
haben, so hat man ein geschlossenes Polygon von gers 
Seitenzahl und dasselbe schliesst sich daher stets 
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alle Lagen dea Ausgangspunktes mit einer £r 
den desselben Hyperboloids. 

Man siebt, dass durch die Verbindungaliaien d 
neue Flächen hinzutreten, welche mit den alten sich 
zu Gruppen mit geschlossenen Polygonen zusammenfü 
interessanten Besonderheiten der Gruppen von inv 
schem Charakter sind dann eben die, dass die durch 
bindungsgeraden bestimmten Flächen mit den Äusgan 
identisch werden; die betrachteten Gruppen von F.-Fui 
die geschlossenen Tangentenpolygone sind daher vor 
derer Art. 

Diese SStze für die ebene Curve dritter Ordnun 
sprochen bilden den Ausgangspunkt in der genannt« 
von Herrn Küpper; wir brauchen also hier nicht w 
auf einzugeben, sondern beschränken uns darauf, dit 
allgemeinen Fall der zweitheiligen Raumcnrve B^ ab; 
Resultate für die Degenerationsformen und die allgem< 
dea Centrums zu modificiren. 

XU. Speoialformen und allgemeine Lage dea Cei 
48. Haben wir eine Raumcurve B^ mit vier nichl 
doppeltprojicirenden Kegeln, so bleiben alle Realitä 
nisse für ihr Büd unverändert; die aus jeder Kegelfli 
springende Gruppe der Flächen F<*"' ist jedoch nie 
bald die Zahl « von der Form einer Potenz von 2 ve 
ist; denn die Taugentialgruppe jedes n-Ecka liegt 
unendlichen Äst und gestattet daher keine reellen Verl 
linien ihrer Pnnktepaare durch den Punkt St'; die 
üj ist daher nicht als Erzeugnisa projectivischer Inv 
ungerader Ordnung auf dem Hyperboloid erbaltbar. 

Ebenso bleiben die Realitäts Verhältnisse fUr all 
tionen ungerader Ordnung bestehen im Falle der 
ligen Curve und erfahren bloss die Abänderungen. 
an der Involutionsreihe für w ^ 2* beschrieben wurdi 
das Hinzutreten dieser Involutionen. Da zwei Ke^ 
nicht reell sind, können aus ihnen keine reellen Fläc 
hervorgehen; die Anzahl der reellen für alle Involuti 
gerader Ordnung reducirt sich somit auf die Hälfte. 
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Hat die Curve It^ einen Doppelpunkt, so läE 
Modiäcation in dem Verfahren zur Bestimmung der sich 
entsprechenden Flächen erkennen, daas die allgemeii 
Yolution von der Ordnung n ist; besitzt die E^ ein< 
lirten Doppelpunkt, so bleiben jeweilen die reellen Elemei 
allgemeinen Falles; hat sie dagegen einen eigentlichen E 
so ist von jeder Gruppe nur ein Punkt reell. Die An 
«„ und «/ der sich selbst entsprechenden Flächen F<* 
der mit einem beliebigen Punkte zu einem Paar von F.-Pi 
combinirbaren ergeben sieh für « '^p''q^r^... aus den Fi 
des allgemeinen Falles, wenn an Stelle von p^, g*, r* je 
p, q, r resp. gesetzt wird, in Uebereinstimmung mit d 
trachteten besonderen Fällen. Die Besonderheiten derCle 
sehen Punktsysteme und die Anzahl der geschlossenen Tan^ 
poljgone von ungeänderter Seitenzahl sind leicht entepn 
zu bestimmen. 

Ebenso ist n die Ordnung der Involution des 2«-Scl 
für die beiden Degenerationaformen der B^ mit zwei Dt 
punkten. Im Falle der Raumcurve R^ dritter Or( 
mit Biaekante treten keine sich selbst entsprechenden i 
liehen Flächen F'^"' auf; diese werden vertreten dun 
Paar von reellen oder nicht reellen Eegeläächen dun 
Curve; dagegen treten im Falle des Zerfallens der E^ i 
Kegelschnitte eigentliche Flächen F*^"' in der Anzahl 

H„ = 2(iJ— 1)(2— l)(r— 1) ...jj^-V"'*-*"^' - 
auf, gleich der Anzahl der Tangenten aus Sf an alle 
schnitte, welche von den Seiten aämmtlicber «-Ecke ai 
Bilde des Kegelschnittes K umhüllt werden. Diese sind 
in doppelter Berührung unter sich und mit K' für dai 
von Schnittpunkten auf p'; jene Punktegruppen bestimm» 
wieder eine Anzahl specieller Projectiyitäten auf dem 
schnitt K' als Möbius'sche Involutionen «. Ord 
sie haben mit den auf p' liegenden das genannte Pai 
Schnittpunkten als das einzige Paar ihrer vereinigten £ 
elemente gemein. 

49. Mit der allgemeinen Lage des Centrums im! 
erhalten wir wieder die Erzeugung der Curve vierter Oi 
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mit zwei Doppelpunkten aus projectivischen Tangenteninvolu- 
tionen n, Ordnung auf Paaren von Kegelschnitten des vier- 
fach berührenden ümrisssystems. Von den n* Kegelschnitten 
jeder Gruppe sind im Allgemeinen n reell; ihre projectivischen 
Tangenteninvolutionen erzeugen mit W/ anderen der Gruppen 

einen Kegelschnitt und — - — Curven vierter Ordnung vom 
Geschlecht Eins, wenn die Ordnung der Involutionen ungerade, 

und — - — Curven vierter Ordnung, wenn sie gerade ist; jede 

dieser Curven C4 hat die Eigenschaft, dass auf ihr Gruppen 
von n^ Punkten liegen, die sich paarweise zu geschlossenen 
Polygonen von n Seiten verbinden lassen, welche zugleich 
n^ Kegelschnitten einer Gruppe in Paaren umschrieben sind. 
Insbesondere existiren w„ Kegelschnitte des Systems, die als 
Träger zweier projectivischer Tangenteninvolutionen n. Ord- 
nung die Curve Gi als Theil des Erzeugnisses ergeben, so 
dass ihnen unendlich viele Polygone von n Seiten umschrieben, 
und der C4 eingeschrieben sind. Mit dem Eintreten der pro- 
jieirenden Fläche unter die Gruppe von n^ geht einer der 
Kegelschnitte über in ein Punktepaar und seine Tangenten- 
involution in eine Strahleninvolution w. Ordnung an einen 
Doppelpunkt der betrachteten C^. Auch der andere Doppel- 
punkt ist Träger einer solchen Involution, sobald das Centrum 
auf einer sich selbst entsprechenden Fläche F^^**^ liegt; wii^ 
haben eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten und mit unendlich vielen ihr eingeschriebe- 
nen geschlossenen w-Seiten, deren Seiten abwechselnd 
durch ihre Doppelpunkte gehen. 

Wir verlassen hier den allgemeinen Fall mit einer reichen 
Fülle von Modificationen, die aus der speciellen Lage des Cen- 
trums gegenüber dem Flächenbüschel entspringen, und welche 
alle Fälle des Formenwandels der Curven vierter Ordnung 
vom Geschlecht Eins umfassen (D. G^Il. p. 180) und erläutern 
diese Verhältnisse noch an Hand der Construction von Tafel X 
oder der Erzeugung der Curve G^^ aus zwei projecti- 
vischen Tangenteninvolutionen dritter Ordnung; in 
dem besondern Falle nämlich des gleichseitigen Hyper- 
boloids, als sich selbst entsprechender Fläche V^^\ und der 
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Regelschaarinvolutionen dritter Ordnung desselben aus Tripeln 
rectangulärer Erzeugenden. 

Seien also S und Q' die congruenten Spur- und Flucht- 
kegelsehnitte (in ähnlicher Lage) eines Hyperboloids bei cen- 
traler Darstellung, so wird dasselbe ein gleichseitiges, wenn 
das Centrum so bestimmt wird, dass dem Kegelschnitt Q*^ 
unendlich viele Dreiecke einbeschrieben sind, welche alle den- 
selben Höhenpunkt als Hauptpunkt (7i der Darstellung und 
die mittlere Proportionale aus den Abschnitten auf der Hohe 
eines solchen zum Badius des Distanzkreises D haben. Sind dann 
DjDg die beiden Durchstosspunkte der projicirenden Erzeugen- 
den der Fläche, so ist diese durch die gemachten Festsetzungen 
vollständig bestimmt und besitzt insbesondere die eine Haupt- 
axe normal zur Bildebene, wenn der Hauptpunkt C^ als Mittel- 
punkt des Fluchtkegelschnittes festgesetzt wird. Durch seine 
Verbindungsgeraden mit Dj, Dg führt dann jedes Tripel von 
Punkten Q/ des Fluchtkegelschnittes zu drei Punkten Si der 
Spur und damit zu drei Paaren paralleler Erzeugenden der 
beiden Schaaren, welche sich in sechs Punkten -4,-4/ der Baum- 
curve JB4 begegnen, welche ausser dem unendlich fernen Quer- 
schnitt der Fläche noch erzeugt wird. 

Solche sechs Erzeugende sind jedesmal sechs Kanten eines 
rectangulären Parallelepipeds der Fläche und die projectivische 
Zuordnung der Involutionen wird somit durch den Flucht- 
kegelschnitt selbst vollzogen; seine Schnittpunkte mit der jB^ 
sind daher die vier Doppelpunkte des Gesammterzeugnisses; 
als solche somit die Schnittpunkte der vier Doppelelemente 
der Involutionen mit der unendlich fernen Ebene. Das Tripel 
projicirender Ebenen nach den Seiten eines Dreiecks aus Punkten 
Q/ ist jedesmal ein Tripel des Polarsystems, welches den Kegel 
nach dem Kugelkreis definirt und es lässt sich in diesem Falle 
leicht nachweisen, dass die besprochenen Doppelpunkte durch 
diesen Kegel ausgeschnitten werden. Die Curve ^4 ist also 
selbst circular und liegt somit auf einer Kugel. 

Die drei Punkte Äi und ebenso die -4/ liegen je auf einem 
Oval des Curvenbildes C^ und ihre Verbindungslinien müssen 
sich als Diagonalen eines Parallelepipeds im Bilde M2 des 
Mittelpunktes der Fläche treffen. Dieser ist zugleich die Spitze 
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des einen doppeltprojieirenden Kegels der R^, dessen Spur L^ 
sich leicht durch Bestimmung der Durchstosspuukte seiner Er- 
zeugenden nach bekannten Punkten der C^ bestimmen lässt. 
(In der Figur der Taf. X wurde zuerst der Spurkreis der Kugel 
durch seinen Radius bestimmt.) Die drei andern Kegelspitzen- 
bilder sind in Folge der disponirten Lage des Hyperboloids 
gegenüber der Bildebene der Mittelpunkt Jf/ des Fluchtkegel- 
schnittes und die Richtungen seiner Axen; wir haben somit 
das Quadrupel der Mi vollständig beisammen: Flucht- 
punkt ^12 und Durchstosspunkt 8^2 der Axe J^^üifg in den 
resp. Mittelpunkten von Q'^ und 8. Mit Hülfe dieser Kegel 
bestimmt man jetzt die Tangenten der Curve in den con- 
struirten Punkten, sowie die Doppeltangenten tf durch die 
Punkte Miy von den vier reell und drei eingetragen sind. 

Während nun das eine Hyperboloid in der Gruppe der 
Flächen V^^^ die C4 als Erzeugniss projectivischer Strahlenin- 
volutionen, also mit unendlich vielen eingeschriebenen Sechs- 
seiten ergiebt, erzeugen die drei andern Hyperboloide V^^^ die 
C^ aus projectivischen Tangenteninvolutionen ihrer ümrisskegel- 
schnitte als Theil, mit dem Bilde eines Bestkegelschnittes in einer 
Quadrupelebene. Diese Flächen V^^^ lassen sich mit Hülfe der 
Punkte Mi sehr einfach bestimmen. Projicirt man nämlich 
die Punkte Äi und A/ von Neuem aus M/ auf die Curve, so 
setzen sich diese zwölf Punkte jetzt zu zwei geschlossenen 
Tangentenpolygonen aus je sechs Tangenten des Umrisskegel- 
schnittes U zusammen. 

Zu dieser neuen Punktegruppe gelangt man aber auf direc- 
tem Wege, wenn man von dem Tripel der Qi*' ausgeht, welches 
für M^ oder C^ zu dem der Q/ symmetrisch liegt. Es resul- 
tirt daraus für jedes Oval ein Dreieck von Punkten Ai* und 
Ai*' resp., so dass nach der Bezeichnung der Figur A^A^A^' 
perspectivisch mit A^A^A^ und A^A^A^ mit A*^A^'A^' 
bezüglich Jf/. Die Ecken der beiden zusammengehörenden 
Dreiecke bestimmen je ein Sechsseit aus Tangenten des Um- 
risskegelschnittes der zur Ecke M^ gehörenden Fläche F^^\ 
Nebst dem eingezeichneten giebt es noch zwei weitere reelle 
Umrisskegelschnitte TJ mit reellen und vier weitere reelle 
solche mit nicht reellen Tangenteninvolutionön; ferner acht 
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nicht reelle ümrisskegelschnitte U mit nicht reellen Involu- 
tionen ihrer Tangenten. 

Die stereographische Projection der Curve ü^ aus einem 
Punkte der Kugel ergiebt die Erzeugung der bicircularen 
Curve (74 auf analogem Wege zugleich mit ihrem Verhalten zu 
speciellen Kreissystemen, d. h. zu Systemen von Kegelschnitten 
durch ihre Doppelpunkte, welche als Bild des Schnittsystems 
mit der Kugel auftreten, auf welche hier aber nicht näher 
eingetreten werden soll. 

50. Die von Steiner am Schlüsse seiner ersten Mittheilung 
gegebene Bemerkung, dass die geradlinigen Seiten der 
Polygone durch Kegelschnitte ersetzt werden kön- 
nen, lässt sich ebenfalls räumlich leicht bestätigen. Ver- 
bindet man drei beliebige Punkte der Raumcurve B^^ mit dem 
Centrum, so schneiden sämmtliche durch sie gehende pro- 
jicirende Kegel zweiter Ordnung die jB^ in drei variablen 
Punkten einer stets durch denselben festen Schnittpunkt D 
der 2?4 gehenden Ebene. Legt man ferner nach zwei be- 
liebigen Punkten F^ und F^ der JB4 die projicirenden Strahlen, 
so bestimmen diese mit den drei ersten zwei Büschel von 
Kegelflächen; jede derselben begegnet der R^ in noch zwei 
variablen Punkten und nach der obigen Beziehung schneiden 
die Verbindungslinien derselben alle die Geraden DF^ und 
DjFg resp. Sind nun J\ und F^ selbst F.-Punkte für den 
2>^-Schluss, so bestimmen auch die Geraden DF^ und DF2 
zwei Flächen einer Gruppe von n^ solchen. Passt man also 
auf diesen zwei Flächen mittelst der Regeischaaren, welche 
DFi und DF2 resp. schneiden, ein geschlossenes Polygon ins 
Auge, so gehen die Ebenen aus D nach seinen Seiten ab- 
wechselnd durch die Punkte F^ und JPg? j®<^® dieser Ebenen 
bestimmt aber eine Kegelfläche durch die drei willkürlichen 
projicirenden Strahlen und einen der Strahlen nach jF^ und 
i^2> welche die Ecken des Stein er'schen Polygons paarweise 
enthalten. Damit erhält auch diese Eigenschaft der Polygone 
ihre Begründung. 
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